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Oppgave 1:

a) Hva menes med (i) et ordinzert punkt, (ii) et regulert singulert punkt, og (iii) et
irregulaert singulzert punkt for en differensialligning? Hva menes med rangen til en
singularitet?

b) Gi eksempel pa en annen ordens differensialligning med (i) ngyaktig ett reguleert sin-
guleert punkt pa tallkula, og (ii) ngyaktig to reguleere singulaere punkter pa tallkula.

¢) Klassifiser differensialligningen
y"(z) +ay'(z) —eTy(z) =0 (1)
med hensyn pa singulariteter, og deres art og rang. Her er a en konstant.

d) Finn de mulige asymptotiske oppfarsler for ligningen (1) nar (i) z — +o0 og (ii) £ — —o0
(for reelle ).

e) Transformer ligningen (1) til “enklest mulig form”, dvs. slik at summen av rangen til
alle de singulare punktene blir s liten som mulig.
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Oppgave 2:
Se pa integralet

I(z,a) :/Ooodt et (ﬁ)a, (2)

der z og a antas a veare reelle og positive.

a) Bestem ledende ordens oppfgrsel for (2) nar z — +o0o med fast a.
b) Bestem ledende ordens oppfarsel for (2) nar a — 400 med fast z.

¢) Bestem ledende ordens oppfgrsel for (2) nir z — 0" med fast a.

Finn ogsa den neste korreksjonen til denne oppferselen.

d) Hva menes det med at en funksjon f har en asymptotisk potensrekke,

om z = 07
Forklar hva som menes med optimal trunkeringsregel.

e) Finn den fullstendige asymptotiske utviklingen for I(z,2) nar z — oc.

For en gitt (stor) z, hvor mange ledd lgnner det seg & ta med i denne rekken?

Oppgave 3:

a) Forklar kort hva grensesjikt-metoden gar ut pa. Forklar hva som menes med ytre og
indre variable, og ytre og indre lgsninger.

b) Se pa randverdi problemet definert ved differensialligningen
ey"(z) — 2y (z) —y(z) = 0, (4)

og grensebetingelsene
y(1) =y(-1) =1, (5)
nar e — 07.

Bestem hvor det ma vare grensesjikt, og hvordan den tilhgrende tykkelsen skalerer med
€.

¢) Finn (i) indre, (ii) ytre, og (iii) uniform lgsning pa randverdiproblemet i forrige punkt.
d) Vi forandrer na ligning (4) til
ey (z) + 2%y (z) — y(z) = 0, (6)

med de samme grensebetingelsene som for.

Bestem igjen hvor det ma vare grensesjikt, og hvordan den tilhgrende tykkelsen skalerer
med €.

e) Finn (i) indre, (ii) ytre, og (iii) uniform lgsning pa randverdiproblemet i forrige punkt.
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Oppgave 4:

a)

b)

d)

e)

Forklar kort hva WKB-tilnsermingen gar ut pa. Gi eksempler pa noen problemstillinger
der den kan anvendes. (Du trenger ikke a lgse disse problemene.)

Se sa pa startverdiproblemet
d? d
Tl ®) +227(t) = £ (1), (7)
_ df oy —
=1 %wo=o Q

nar e — 07.

Vis at du ved en passende skalering av de uavhengige variable kan transformere (7) over
pa “WKB-form”, og gjeor dette.

Se forst bort fra startbetingelsene for f. Bruk WKB-metoden til a finne to uavhengige
(tilnsermede) lgsninger til (7). Regn, som vanlig, til ledende orden i e.

NB! Det er ikke ngdvendig, og heller ikke hensiktsmessig, & eksplisitt utfgre de inte-

gralene som inngar i lgsningen.

Finn sa startverdiene (dvs. verdien av funksjonen og dens forste deriverte i ¢ = 0) for
de lgsningene som du fant i forrige punkt, igjen til ledende orden i €.

Bruk resultatet fra foregdende punkt til 4 finne ledende ordens Igsning til startverdiprob-
lemet (7-8).

Finn oppfgrselen til denne lgsningen nér ¢t — oo.



