Fag 74943 Matematiske approksimasjonsmetoder i fysikken

LOSNINGSFORSLAG TIL EKSAMEN 16.12.1994

1. (a)

(b)

Vi skulle klassifisere ligningen

[—g-:; + 2% — A] P(z) = 0. (1)

Den har ingen singulaere punkter i den endelige delen av planet, med
et rang n + 2 irregulzert singuleert punkt i z = oo.

Kommentar: Ved 8 innfgre nye variable, 7 = z*, ¥(z) = ¥(z) kan ligningen
transformeres over pi formen

& 1d 1, .
[“ (r + zz) tnl "‘)] Yz =0,
som har et reguleert singuleert punkt i # =0, og et rang r = 2 + {n/2] irregulaert

singuleert punkt i 7 = co. (Altsd er r = 2,3,3,4,4,... forn =1,2,3,4,5,....)

Ved 4 innfere nye variable, z = z* (dvs. z = 2°), ¥(2) = ¥(z) kan
ligning (1) ndr A = 0 transformeres over p3 formen

[_. ( d2 + l:—ﬁi) +ﬂ222(ﬂ+1)ﬂ—2] ‘I’(Z) = 0.

dz? z dz
Ved & velge 8 slik at

-1 dvs. 8= 3(n+1)71, eller
2(1’1 + l)ﬁ -2=
0 dvs. 3= (n+1)"L

sd blir dette en ligning med ett regulaert singulert punkt i z = 0, og
et rang 2 irregulaert singulert punkt i z = co. Summen av rangen
til singularitetene blir altsa lik 3, som betyr at det er mulig & finne
en eksakt lgsning uttrykt ved standard (spesielle) funksjoner.

Kommentar: Ved & velge alternativet § = (n + 1}, og videre innfgre nye
variable u = 8z, y(u) = 2~#/%¥(z), s4 transformeres ligning (1) over pi formen

@ 14 g
[m”f;z;“ (“'ZF)] ¥() =0,
som er den modifiserte Besselligningen. Den generelle lgsningen til {1) kan derfor
nir A = 0 skrives pa formen

¥(z) = 2" [C1Ippa(u) + C2 I_ppa(u)] (2)

der altsi f=(n+1)"" og u = /P,
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(c)

(d)

Vi skriver ¢(z) = exp (S(z)), og finner at S(z) ma oppfylle Ricatti-
ligningen
§"(z)+ 8 () =2 - Ax 2™ ndrz — oo.
Antar utviklingen S(z) = So(z)+ S1(z)+- -+, der §§(z)? = 22", dvs.
1
n+1

So(:!:) = .’t“+1.

Til neste orden fas ligningen
Sol=)" +2 Si(z) Si(z) = 0,

dvs.
fg) = —S0(®) _ _ld )= R4
Si(z) = i) = 24 log Sp(z) = logz,

som kan integreres til §1(z) = logz~"/%+log C, der C er en vilkarlig
konstant. Altsd har vi funnet at

B(z) ~ C2~™? exp (%z““) nir z — oo. (3)

Forste ordens WKB kvantiseringsbetingelse for egenverdiproblemet

BErr a()| via) =0,

efi+dxm=(m+%)w. (4)

Merk at dette resultatet er til forste orden i den lille utviklingspara-
meteren €~!! (Som er en notasjonsmessig mildt sagt uheldig bruk av
symbolet ¢ — som skriver seg fra en trykkfeil i oppgaveteksten som
de fleste av eksamenskandidatene ble gjort oppmerksom pa.)

For ligning (1) blir WKB kvantiseringsbetingelsen

[ de A= = Iagroren / A ajan (g 2
n o U

lyder

—zy
1. [(1/2n)T(3/2) ( 1
— 2 y(n+1}/2n - .
7 TG+ 127 \"7 2) ”
Lgst ut blir egenverdiene i denne tilnaermelsen
1\ 2n/(n+1)
Am = Cn (m + "2') N (5)
der
c - [m T(14 (n+1)/2n))2/(r+)
L T(/2n)T(3/2) '
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Kommentarer: Det er mange andre miter 4 skrive uttrykket for C, p4, avheng-

ig av hvilke relasjoner for I-funksjonene man bruker. To mulige omskrivninger
er

- D((n +1)/20) ]+

- [ e RO

Merk ogsi at i tilfellet n = 1 (harmonisk oscillator) blir WKB-formelen for egen-
verdiene eksakt.

]in(n+1)

2. (a) Vi skulle bestemme

L(a) = f dte~tt3(1 4 ¢)"2e
0
= f = dt e~tHallos(t)-2log(1+e)]  par 5, oo, (6)
0

Vi benytter sadelpunktmetoden, som anvendt pd dette eksemplet
blir det samme som Laplace’s metode. Sadelpunktet er gitt ved den
t-verdien som lgser ligningen

a _ 3 _a 2a -
a7t a) = gollog(t) ~ 2log(1+ )] = 7 — 7 =0,

dvs. ¢t = 1. Vi trenger videre

rl

12. (t' ) = [__E__|_2_a] —...a'_
Zciiied M IR ) ) MY

Integralet kan da approksimeres med

1¢ oo -1 g—a
hie)~ e iy [ are el = etame fama (1)
(b) Vi skulle bestemme

In(a) = /0  dtemt (1 4 1)~

- j°° dte-t+ellos(-los1+0]  p2r g, o (8)
i (1]

Her havner sadelpunktet i ¢ = oo, der e™* er meget liten. Altsd ma
vi ta hensyn til denne faktoren nar posisjonen av sadelpunktet skal
bestemmes. (Eller, sagt pad en annen mate, vi ma bruke Laplace’s
metode med et bevegelig maksimum). Sadelpunktet er gitt ved den
t-verdien som lgser ligningen

& d
0= acp(t; a)= % [-t + alog(t) — alog(1 + ¢)}
a a a
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dvs. t = 4/a. Vi trenger videre

2

0 2
2 ¥(ti) :

_t_3 = —2a_1/2.

iz\/;

tad

=1

Integralet kan da approksimeres med
Ig(a) Ry e"/E __\/j‘d_f_ f dr e_"'z""/‘T = e'z‘ﬁﬁal/“. (9)
Her har vi benyttet at

—— "a = e—ﬂ'los(l"'l/\/a (-3 e_\/; nar a4 — 00,

(1+a)y
(c) Vi skulle bestemme
-] 1
Ia(a)=/ dte“t“(1+t)“=/ dte™**(1 +1)° +
0 0
o0
j dte™t3(1+1)* nira— ~1+. (10)
1

Integralet -
/ dte™t1%(1 + )
1

gir mot en endelig konstant ndr a — —1*. Den farste integranden
kan vi rekkeutvikle og integrere ledd for ledd

fldte‘*t“(1+t)“ =.fldtt“ l+(e—1)t+--
[H] 0

1
=TT + ledd som gir mot en endelig konstant nar @ — —1+.
Altsa 1
~—— ni -1t
I3(a) Tyl Mra-— 1 (11)

Kommentar: Alle integralene i denne oppgaven kan uttrykkes ved spesielle
funksjoner. Vi har integralframstillingen

T(a)U(a, b, z) = / dte™™ 27 (1 4 1)t (12)
. ()
der U(a, b, z) er en konfluent hypergeometrisk funksjon {Kummer’s U-funksjon).

3. I denne oppgaven skulle vi benytte grensesjiktmetoden til & lgse rand-
verdiproblemet

ey'(z) - y'(2) + %y(r) =z, forl<z<2, y(1)=y(2)=0. (13)

nir ¢ — Ot.
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(2)

(b)

(c)

Siden koeffisienten framfor y'-leddet er negativ (relativt til koeffi-
sienten framfor 3") i hele intervallet [1,2] kan lgsningen bare ha et
grensesjikt til hoyre, dvs. ved ¢ = 2. Og, som vanlig ved et rand-
grensesjikt ma tykkelsen av dette skalere som

§e)=¢ (14)
nér ¢ — 0t.
Den ytre lgsningen ma tilfredsstille ligningssettet,
(@) + 29(a) =~z sea 'z = 2, (1) =0
¥ 2!’ = dz ney=2z, yl)=4.
som kan integreres til
2 y(z) = -[ dz’ =(1-12).
1
Den ytre lgsningen er derfor

Yytre = 2(1 — 2). (15)

I det indre omradet innfgrer vi X = (2-z)/e, Y(X) = y(z) og finner
at den indre ligningen ma tilfredsstille ligningssettet

Y'(X)+Y'(X)=0, Y(0)=0, Y(oco)=-2.
Dvs. at den indre l¢31;ingen blir
Y(X)=2 (¥ -1)
eller omskrevet i de opprinnelige variable:
Yindre = 2 (e~2/ — 1) (16)

I matching omradet, som inkluderer

2 < (2-2) <Y ndre— 07,
faller den ytre og indre lgsningen sammen, og er lik

Ymatch = -2.

Den uniforme tilnaermelsen blir Lik

Yuniform = Yytre + Vindre — Ymatch
= z(1 - z) 4 22/, (17)

Kommentar: Merk at den uniforme lasningen ikke helt oppfyller grensebetingelsen

iz = 1. Vihar yypiform = 2¢

=l/¢ i z = 1. Som illustrasjon pi ngyaktigheten av

tilnaermingen plotter vi i figurene nedenfor y,niform (stiplet) sammenlignet med en
numerisk lgsning av problemet (heltrukket), for ¢ = 0.1, 0.03, og 0.01,
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Numerisk lgsning av ligning (13) (heltrukket), sammenlignet med den uniforme til-

nzrmingen (17} (stiplet), for « = 0.1.

~-0.25}

-0.5¢

-0.75¢

Numerisk lgsning av ligning (13) (heltrukket), sammenlignet med den uniforme til-

nzrmingen (17) (stiplet), for £ = 0.03.

~-1.75¢}

Numerisk lgsning av ligning (13) (heltrukket), sammenlignet med den uniforme til-

nzermingen (17) (stiplet), for « = 0.01.
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4. I denne oppgaven skulle vi analysere startverdiproblemet

§(8) + (1) + eg(t)° = cos(t),  y(0) = §(0) = 0, (18)
ved bruk av flerskalautvikling.
(a) Med y(t) = e Y(¢,£Pt) finner vi etter divisjon med e~ ligningen
Yu+Y
+2¢% Y4 + €12 Y2 — 6% cost
4+£PY,, 4 g¥2e [(n + s,f’y.,)3 - Yf'] =0 (19)
Vi antar balanse mellom leddene i annen linje, dvs. at

142a=-a=4,

eller ] 1

o = '—5, ﬁ - §.

(b) Lesningen (20) viser videre at leddene i forste linje av (19) er de
dominerende, og ma kansellere til ledende orden. Den laveste ordens

lgsning blir derfor

(20)

Yo(t, 7) = Ag(7)sint + By(r) cost. (21)

Startbetingelsene impliserer videre at

(%Yg) (0,0) = Yo(0,0) = 0,

dvs. at

Ao(0) = Bo(0) = 0. (22)

(c) Vi gnsker at ligningen for neste ordens tilnzrming, Y;(t, 7), ikke skal
drives pa sin egen resonansfrekvens (dvs. at den skal vare fri for
sekulzere ledd). Dette betyr at kombinasjonen

2Yo1r + Y& — cost = 24} cost — 2B}, sint — cost

+:?;- (Ag + Bg) (Ao cost + By sint)
-+ ikke-sekulzre ledd

ma vzere fri for ledd som er proprosjonale med sin ¢ og cost. Altsd

3

24 = -3 (43 + BE) Ao +1, (23)
3

2B, = -2 (42 + B2) Bo. (24)

Siden Ap(0) = Bo(0) = 0 leser vi direkte ut av (23,24) at

AL0)=1, B)0)=0. (25)
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(d) N& vi multipliserer (23) med Ag og (24) med By, og legger sammen
sa finner vi 3

Ao=R+ ZR{ (26)

der R = A3 + B} (slik at R’ = 24, A} + 2B, Byg). Vi setter dette
uttrykket tilbake ina i (23), og finner

2R" 4+ 3RR' = —%R (R’ + %Rz) +1,
eller omskrevet
15 9 1

i 29 TSR3 _ o .
R'+ SRR+ mR - > =0 (27)

Siden vi allerede kjenner Ay(0), Bo(0), 0(0) og Bj(0) s finner vi
lett startbetingelsene for denne ligningen:
R(0)= R'(0) = 0. (28)
(e) Bortsett fra friksjonsleddet (proporsjonalt med R R') er (27) beveg-
elsesligningen for en partikkel i et potensial V(R)= ~1R+ (LR
Med friksjon til stedet vil partikkelen ngdvendigvis ende opp i bun-
nen av dette potensialet, dvs. der

9 1 1 _
-3—2}2 -3= 0.
Altsa har vi funnet at
R(t) — (g) = R nir v — oc. (29)

Fra dette og ligning (26) folger det at

Ao(r)— Sp? =(3)1/3 Aw, og
47 T \3 <7

Bo(T) = y/Reo — A2, =0 pir 7 — o0, (30)

Kommentar: Denne oppgaven er lgst pé en mite som er uavhengig av de spesielle
startbetingelsene for problemet. Her kan vi komme et stykke videre: Siden Bo(0) =0
vil ligning (24) ha lgeningen
.Bu (‘l’) = 0,
som innsait i (23) frer til en forste ordens ligning for Ao,
245 Ag(T) = AL, — Ao(r),
der Ao = (4/3)'/%. Denne ligningen kan lett integreres. Med a(r) = Ao{r)/As finner

Vi
1 (3)1/3 ;e a{r) dz
2 \4 - A 1—2z3

= g | Lt +alr) ] 1 1t2a(r)| _ _«_
‘slg[ (1-a(r))? ]+\/§Amg[ V3 ] 6v3

Som illustrasjon pi npyaktigheten i tilermingen plotter vi i figuren nedenfor en nu-
merisk lgsning av problemet sammenlignet med omhyllingskurven £~1/2 /R(7), for ¢ =
0.00001. (Dette kan synes som en svert liten starrelse, men den egentlige utviklingspa-
rameteren i problemet er forholdet mellom de to tidsskalaene: r/t = B3
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iy
4

Numerisk lgsning av ligning (18) for £ = 0.00001, sammenlignet med omhyllingskurven
e='/3 \/R(r), med R(r) beregnet fra ligning (27).

L ———
T
o ————




