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Fag DIF4943 Matematiske approksimasjonsmetoder i fysikken

LOASNINGSFORSLAG TIL EKSAMEN 12.1.1999
1. I denne oppgaven skulle vi gjgre en lokal analyse av differensialligningen

d? d 1
= 0. 1
dz?  zdr zt y(z) =0 (1)

(a) Ligning (1) har ett rang 2 irregulaert singuleert punkt i z = 0 og ett regulsert singuleert
punkt i £ = 00, og ingen andre singulere punkter.

(b) For & finne de mulige ledende asymptotiske oppfarsler for y(x) nar

ixz—=0
innfgrer vi y = e og finner

1

1
ST +8"+ -8+ = =0. 2)

Dominerende balanse er er gitt ved S’ 7~ —z~ 4, dvs.
S=xtys
=+ .

Gjeninnsatt i (2) gir dette

+2iz72S] Fiz * + O(z7%) = 0,

dvs. S = ﬁ + ---. Etter integrasjon og eksponentiering gir dette
y(z) = Va {Alei/z [1+ O(x)] + Ase~ /" [1 + (’)(x)]} . 3)
ii. x =1
benytter vi at lgsningen har en konvergent rekkeutvikling i dette punktet, slik at
y(@) = Bo + Bi(z — 1) + O((z — 1)) (4)
iii. £ = o0

benytter vi at x = 0o er et reguleert singuleert punkt, og gjgr ansatzen y = z¥ +- - -.
Dette fgrer til index-ligningen v? = 0, slik at

y(z) = Co + Cilogz + Oz ). (5)

Kommentar: Ved 4 innfgre u = 27!, Y (u) = y(z) transformerer (1) over pi Bessel-ligningen

d? d
[W + m + 1:| Y(u) =0, (6)

med generell Igsning Y (u) = D1Jo(u) + DaYo(u).

2. I denne oppgaven skulle vi analysere integralet
2,(8) = / k¥ dls e~ BV (1)
0

(a) nar 8 — 0% med v > 0 fast:

Hvis vi setter 8 = 0 vil integralet divergere for store k, sa hovedbidraget kommer fra
store k. Vi kan derfor tilnaerme vk?> + 1=k + 5z + -+, og far

Z,(B) = /Ooo K dke P* (1 — % + - ) =T1+v)8 " "[1+0(3)]. (8)
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(b) nar 8 — oo med v > —1 fast:

Nar g er stor blir eksponentialfunksjonen raskt liten nar k gker. Sa vi kan rekkeutvikle
VE2+1=1+ k% +- -, og far

Z,(B) =e P /Ooo kY dk e=P%* (14+ 0(BkY)) =

o(v=1)/2 (VTH> B2 e=f 14+ 0(57)] ©)

(¢) nar v — oo med 3 > 0 fast:
Maksimum for integranden vil forskyves mot store k nar v gker, sd hovedbidraget til
integralet vil komme fra (et skarpt maksimum i integranden ved) store k. Svaret er
derfor gitt som i ligning (8), men hvor vi i tillegg kan gjgre stor-v utviklingen for
I'(1+v), dvs.
Z,(8) =~ V2rvv’ e’ 3717V, (10)

(d) nér v —» o0, f =— 0o med ( = B/v > 0 fast:
Vi innfgrer

o(k) =logk — CVEk? + 1, (11)

slik at integralet kan skrives

Z,(v¢) = /0 dkev9®

¢(k) har maksimum ved k = k,,, der

1 Ck
Ikm =7 - = =0,
¢ (km) km /K2, +1
dvs.
2
kfn:1+\/1+4c_ (12)
2(2
Da er

—3/2 _ 14+ Chy,

¢,l(km) = —k‘;ﬁ - C (krzn + 1) Czkﬁ (13)

Vi kan da tilnserme integralet som

" 2 271
7 ~ o?0(km v m)(k—km _ ov9(km) |

Merk at vi kan skrive ¢(kp,) = log kn, — (2k2, fordi \/k2, + 1 = Ck2,. Da kan vi skrive

27 CQkfn 1/2 v —u(2E2
Z,(v¢) ~ ,/7 (W) ky, €7V Fm (15)

Det har liten hensikt & sette inn eksplisitt for k,,.

Kommentar: Integralet (7) kan uttrykkes analytisk. Ved & innfgre k = sinh¢, dvs. dk = cosh&d¢ og
Vk? + 1 = cosh &, far vi

o d o0
Z,(8) = / d¢ cosh ¢ sinh” ge A coshe — 2 / d¢ sinh” £ e~ A cosh ¢
0 0

e (BB - () () ke
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3. I denne oppgaven skulle vi se pa summen
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(a)

Z(B;a) = i e AVnita® (17)
n=0

nar 8 — oo med a > 0 fast:

Nar 3 er stor vil summanden miske raskt med voksende n, s det er tilstrekkelig & ta
med det fgrste leddet i summen

Z(B;a) ~ e P2, (18)

nar a — oo med 3 > 0 fast:

Vi kan rekkeutvikle, vn? + a2 ~ a + % Videre vil summanden forandre seg langsomt
med n, slik at vi kan erstatte summasjonen med integrasjon

o
ACOETEEY eFn’/20 oy g—Ba /00 dne=Pr’/2e = |12 o=ba, (19)
n=0 0 2ﬂ

nar 3 = 01 med a > 0 fast:

Summen far sitt stgrste bidrag fra store n, sa vi kan gjore rekkeutviklingen v/n2 + a2 =
2

n+ 5~ +---. Da far vi

N—1 ) 2
7(8: — —BVa?+n? —pBn _ ﬂi .
(B; a) Z e + Z e (1 o +
n=0 n=N
e NB Ba’?
— el _e B
= N+1—e—5+ 5 log (1—e7") + O(p) (20)
= 42+ 2palog B+ O(f) (21)
= 37T373 a”log .
4. T denne oppgaven skulle vi se pa randverdiproblemet
ey’ (z) + a(@)y'(z) + y(x) =0, y(-1)=y(1) =1 (22)

i grensen € — 0T, dvs. finne i hvilke posisjoner far vi grensesjikt, og hvordan tykkelsen av
disse skalerer med ¢.

(a)

Nar a(z) = 1+ 22, som pa figuren under
2
1.5

0.5
-1-0.5 0.5 1

far vi etter de generelle reglene et grensesjiikt av tykkelse € ved x = —1. (Siden a(z) # 0
i det aktuelle intervallet (—1,1) kan vi ikke ha indre grensesjikt. Siden videre a(z) > 0
er det bare konsistent & ha grensesjiktet ved venstre rand.)

Kommentar: Vi kan teste denne konklusjonen mot numerisk lgsning av problemet, som i figuren
under for henholdsvis ¢ = 0.2 og ¢ = 0.1. De stiplete kurvene viser den numeriske lgsningen, de
heltrukne kurvene viser den uniforme tilnaermingen.
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N
AN
N
\\
~
~
~
S

-1 -0.5 0.5 1 -1 -0.5 0.5 1

(b) Nar a(z) =sin(3fz), som pa figuren under

far vi etter de generelle reglene grensesjikt av tykkelse € ved x = —1 og = 1, med
y(z) ~ 0 inne i intervallet (—1,1). (Siden a(—1) > 0 og a(1) < 0 er begge endepunktene
tillatte posisjoner for grensesjiikt av tykkelse . Siden a(0) = 0, med a'(0) > 0, er dette
en tillatt posisjon for et indre grensesjikt av tykkelse \/2. Men siden a(+2) = 0, med
a/(+2) < 0 vil vi fa indre lgsninger som vokser eksponensielt nar € — 0,— dersom ikke
2\ ~

y(£3) = 0.)

Kommentar: Vi kan teste denne konklusjonen mot en numerisk lgsning av problemet, som i figuren
under for henholdsvis ¢ = 0.06 og ¢ = 0.03. De stiplete kurvene viser den numeriske lgsningen, de
heltrukne kurvene viser den uniforme tilnzermingen. Vi ma ha ganske liten ¢ fgr grensesjikt-lgsningen
begynner & bli god.

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
7
\ —_——
1 ~_ -0.5 0.5 _ 1 -1 0.5 0.5 1
~ P
\\-\o.\zv/// 0.2
0.4 0.4

(c) Nér a(x) = —(1 + z)sin[§ (1 + x)], som pa figuren under

-1 -6.5 0.5 1

kan vi etter de generelle reglene ha et grensesjikt av tykkelse € ved z = 1. Punktet
z = —1 mé analyseres videre, siden a(z) har en dobbeltrot der. Den ytre ligningen blir
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ner = —1 4 )
") —— 2
V@)~ - ) (23)
med lgsning
4 1
y(z) ~ Cexp (_;x——l—l) — 0narz — —11. (24)

Det er derfor ikke mulig & oppfylle venstre randbetingelse med den ytre lgsningen alene,
sd vi ma ha en form for grensesjikt ved z = —1 ogsa. For & analysere oppfarselen her
innfgrer vi indre variable

X=(x+1)/ Y(X)=y(x+1),

og finner vi til ledende orden ved z = —1:
€
6—2Y”(X) +6X%Y'(X)+Y(X) = 0. (25)

Vi finner at dominerende balanse kan opptre mellom fgrste og tredje ledd i denne
ligningen, med § = y/e. Dette gir en indre lgsning av formen

Y(X)=cosX + Csin X, (26)

som altsd ikke svarer til et grensesjikt av konvensjonell type, men er oscillerende av
tykkelse /€.

Kommentar: For 4 analysere oscillasjons-omradet i mer detalj kan vi transformere ligningen til
standard WKB form neer z = —1

1(2) + Q@) (@) =0,
ved & innfgre
u(@) = exp [ -2 + 1] f(@).

Dette gir

71'2
5f”+[1——(a:—|—1)2+---]f:0. (27)
32¢e

Overgangen fra oscillerende til exponensiell oppfgrsel skjer altsd ved vendepunktet (Q(z) = 0)
4
r+1=—-v2e. (28)
T

Lgsningen er altsa oscillerende opp til dette punktet, og vil generelt vokse eksponensielt med =1 til
hgyre for det.

Det er en stor numerisk utfordring a teste disse konklusjonene mot numerisk lgsning av problemet,
men et begynnende mgnster kommer til syne ettersom vi minsker £. For e = 0.05 (som svarer til et
WKB vendepunkt ved z = —0.597) blir lgsningen som i figuren under:

0.5

Det oscillerende grensesjiktet er ikke spesielt tydelig over, siden det hgyst kan sies & inneholde en halv
oscillasjon. For ¢ = 0.001 (som svarer til e¢ WKB vendepunkt ved z = —0.943) blir den numeriske
Igsningen som i figuren under
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Selv om ikke oscillasjoner er det mest prominente trekk ved denne figuren heller, ser vi indikasjoner
pa at det er i ferd med & utvikle seg en struktur nzer x = —1. Nar vi bare fokuserer oppmerksomheten
pé dette omradet finner vi omtrent én oscillasjon:

(d) For en mer detaljert analyse av ligning (22), med a(z) = 1 + 22, finner vi i det ytre
omradet, € (—1+ O(e), 1) ligningen

(1 + 2 Ygre (%) + Yytre(®) = 0, yere(1) = 1, (29)

med ytre lgsning
Yytre(z) = exp (arctan(1l) — arctan(z)) . (30)

Vi ser at for denne lgsningen gjelder yyre(—1) = exp (2arctan(1)) = e™/2. T det indre
omradet, z € (—=1,0(¢)), innfgrer vi X = (z +1)/e, Y(X) = y(z), og finner ligningen

Y"(X)+2Y'(X) =0, Y(0)=1, Y(co)=e"?, (31)
med indre lgsning
Yinare(z) = V(X) = 72X +e™/? (1 —e72¥). (32)

I matching-omradet, (1 +z) — 0% og (1 +z)/e = oo nar ¢ — 0, er bade den indre og
den ytre lgsningen lik ymaten(1) = €™/2. Den uniforme tilnsermingen blir derfor

yuniform(w) = Yytre (1') + yindre(x) - ymatch(x) =
(1 _ e7r/2) e72(a:+1)/s + e71'/4 e~ arctanz (33)
Denne lgsningen svarer til de heltrukne kurvene plottet over — jfr. punkt (a).
5. I denne oppgaven skulle vi bruke flerskalautvikling til 4 analysere startverdiproblemet
ij(t) +y(t) = esin2t y(t), (34)

nar ¢ — 07 og y(0) = 0, g(0) = 1.
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(a) Innfgrer tidsskalaer ¢ og 7 = et, med y(t) = Y (¢,7). Da fa vi

82 62 9 62
5 — Y =esin2tY .
(6t2 + 266t87' +e€ 672) Y(t,7)+Y(t,7) =esin2t Y(¢,7) (35)

(b) Vi utvikler Y(¢,7) i en rekkei e, Y = Yy + €Y7 + ---. Til nullte orden i € reduserer
ligning (35) seg til

(58—; + 1) Yo(t,) = 0, (36)

med generell lgsning ) )
Yo(t,7) = Ay (r) et + A_(r)e ™. (37)

(c) Vi ser sa pa ligning (35) til orden

0? 0?

(@ —+ 1) Yi(t,’r) = (Sln2t — 2%) YO(t,T) =

(%A — 2iA'+) elt — <21iA+ — 2iA'> e~ 4 ikke-sekulaere ledd.  (38)
3

+3t

De ikke-sekulare leddene er proporsjonale med e=**. Vi gnsker at de sekulere leddene

skal forsvinne, dvs. at
4A) +A_=0, 4A" +A, =0, (39)

eller
16A’J’r —A, =0, 164" —A =0. (40)

(d) Den generelle lgsningen til (39) er
Ar(r)=are™ +a_e ™t A_(1) = —ape™t +a_e /A
Startbetingelsene gir ligningene

y(0) = A4 (0) + A_(0) = 1,
y'(0) = i [4+(0) — A_(0)] + O(e) = 0,

med lgsning

A,(0) = % +O@E), A (0)=1+00),
eller 1
ar =0(), a-= 5t O(e). (41)
Dette gir tilslutt
y(t) = e 7/ cost + O(e) . (42)

Figuren under viser en numerisk lgsning av problemet, sammenlignet med den langsomt
varierende amplituden e~7/4 for ¢ = 0.025. Som man ser er overensstemmelsen god.
Men vi bgr likevel forvente at lgsningen blir kvalitativt forskjelling for sveert store t,
fordi en a av orden € etterhvert vil fgre til en eksponensielt voksende amplitude. Dette
krever at vi lgser problemet til orden &.
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