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Oppgave 1:
a)

1. Laveste ordens Feynman diagram for prosessen et u= — et u~ er

I
P1, 81 Py, 81
La=pi—p}
D2, 82 P1253’2
14

2. Prosessen et u~ — e~ ut er ikke mulig (i QED eller noen annen eksperimentelt ob-
servert teori) pd grunn av separat konservering av elektron- og myon-tall®.

3. Laveste ordens Feynman diagrammer for prosessen et y~ — eT u~ v er

Adip Vo poA b
p1,81 b1, 51 p1,51 ; p1: 81
qQ\
qd k,r + @l k,r +
P2, 82 Dy, 89 P2, 82 Ph, 85
v v
M ! ! M / !
DP1,81 P1,81 D1, 81 P1,51
q3~l/ k,T’ + %i; k,T
!
P2, 82 D5, 85 P2, 82 & /Plzaslz
’ A ghv voA

Herer g1 = py—p2, ¢4 = k—p1, 42 =py—p2, @6 = —k—pi, a3 = p1—pi, @3 = p2—k, s =
p1— P, 0g ¢4 = k+ ph. Merk at vi ma male impuls langs indre fermionlinjer (g, ...,q})
i pilens retning for at det tilhgrende algebraiske uttrykket for Dirac propagatoren skal
bli lik i(¢}, +m)/ (¢} — m? + ie).

4. Prosessen eT u~ — 7 er ikke mulig (i QED eller noen annen eksperimentelt observert
teori) pa grunn av separat konservering av elektron- og myon-tall (men jfr. fotnoten om
dette).

IDet er nylig (pA NEUTRINO 98 konferansen i juni 1998) annonsert eksperimentelle resultater som tilsier at
myon-tall ikke er en eksakt konservert stgrrelse i fysikken. Dette gir indirekte stgtte til mistanken om at prosesser
som konverterer myoner til elektroner (og vice versa) kan forekomme i fysikken, bare svaert skjeldent.
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5.

10.

Laveste ordens Feynman diagrammer for prosessen et e~ — et e~ er

W

! !
/ ! S S
p1, 81 P, s) p1, 81 D1, 81

ql -

/ !
P2, 82 D3, 82
’ v ’ D2, 52

! o
D2, 82

Her er ¢ =p1 —p} 0g ¢' = p1 + p2.

. Prosessen u~ — e~ v er ikke mulig (i QED eller noen annen eksperimentelt observert

teori) pa grunn av separat konservering av elektron- og myon-tall (men jfr. fotnoten om
dette).

. Prosessen v — et e~ er ikke mulig i vakuum pa grunn av konservering av energi

og bevegelsesmengde, dvs. firer-impuls. Fotonet har invariant en masse k2 = 0, mens
elektron-positron systemet ma ha en invariant masse (p} + ph)? > 4m?.

. Laveste ordens Feynman diagrammer for prosessen vy — ut u~ er

7 7

kl:"'l NN/ pllasll klarl pllasll
ad - g \

k2,m2 S Ph, 85 k2,72 1/ Ph, 85

Her er ¢ = k1 — p} og q' = ks — pb.

. Prosessen u~ — e~ 7, v, er ikke mulig (i QED) fordi antallet myoner minus antallet an-

timyoner er konservert, og tilsvarende for antallet elektroner minus antallet positroner.
Merk at dette er ikke det samme som konservering av myon-tall (N, — Nz +N,, — Np, )
eller elektron-tall (N, — Nz + N,, — N;_). Denne prosessen er mulig i svake vek-
selvirkninger.

Prosessen =~ — et e~ u~ er ikke mulig i vakuum pa grunn av konservering av energi og
bevegelsesmengde, dvs. firer-impuls. Det innkommende myonet har en invariant masse
p® =m},, mens et e~y -systemet har en ivariant masse (p} +ph+p5)* > (my +2me)?.

b) Vi skulle i denne oppgaven se i litt mer detalj pa elektron-positron annihilasjon, eTe™ — 7.

1.

2.

Feynman-diagrammene for laveste ordens bidrag til denne prosessen er
M H

—r N

p1,81 k1,71 P1, 81 k1,71

qg=p1—k +  q=pi—k

D2, 52 ka, T2 P2, 82 ko, 7o
NN ‘
14 v

Vi kaller de to amplitudene for henholdsvis Mgfz) og Mgcbz)
Vi har My; = Msf? + Mgcbz.), med

. - 2
M) = 29 G ) (f + o)t (s, s1) eu(kr, ) eulbe ), (D)

2 2
q _me

med g = p; — k1, 0g

i (ie)?

12 2
q- —mg

—iM{) = 0(pa, $2)7" (' + M)V u(pr, 51) eu(ka,r2) eu(kr,m1)*, ()

med ¢ = p; — ks.



L@SNINGSFORSLAG TIL EKSAMEN I RELATIVISTISK KVANTEMEKANIKK SIDE 3 AV 6

3. Vi har
M(“)*—ia( SN + me )Y v(p2, 52) ex(kr, 1) ep (K2, 72)
fi_q2—m§ b1, 81)Y e)Y U\P2,82) €x(R1,T1) € (R2,T2),
2
b)* € _ o
MG = ¢ —m2 w(p1, 517N+ me)y v(pa, 52) exl(ka, ra) eq (k1,m1),
s& nar vi skriver ut spinor-indeksene (a,...,d,a,...,d) eksplisitt far vi
(a) yq(a)® et . )
Mfz' Mfz' = (q2 _m2)2 eu(kI;Tl) 6,,(]92,7“2) e,\(kl,rl)ea(k‘g,rg) X
0(2)50(2)a veg (f +me) gy Vo5 u(Lsu(a 135 (d + me) 55 V25 3)

Her er u(1) forenklet notasjon for u(pi,s1) osv. Vi summerer over ri,rs og bruker
fullstendighetsrelasjonen,

Z eu(k,r)* e, (k,r) = —ny + irrelevante ledd.

T

Altsa

Z eu(k,m1)" eu(ka,r2)* ex(ki, 1) ex(k2,72) = Nur Nve + irrelevante ledd.
T1,T2
Vi midler over s1, s2 og bruker fullstendighetsrelasjonene,

Zu(p1,81)5ﬁ(p1, 31)64 = (ﬁl + me)éd )

51

Zv(pz,SQ)g@(m,Sz)a =Py — Me)sq -

82

Dette gir
__ 4
" e
M M

72X
4 (¢* —m3)

Te{(By —me) v (¢ +me) ¥ By +me) Y (¢ +me) v} (4)

4
= 67 T(aa)‘

4(g? -m2)’°
som avviker fra det (feilaktig!) oppgitte uttrykket i oppgaveteksten ved

(Py +me) = (Py — me).

For & se dette ma vi bruke den sykliske egenskapen til spor.

Vi ekspanderer sporet i ligning (4) i potenser av m., og tar i betraktning at spor over
et odde antall y-matriser forsvinner:

T = Tr {, v 47"y Vud v } +m2 Te { by v V" Vuv) + B ¥ Vb1 v W)
+ B v Y v r) — (V4 B v ) — (O 4V vud) — (O et }

—my Tr {7 ¥* v v}

= AT {p, g9, 4} +m2 Tr {=16 (P, 4) + 4 (b, $,)

+16 (¢ 9,) — 16(¢4)} — m; Tr {16}

=32(p1¢)(p29) — 16 (1 p2) ¢

+m [64 (p1 q) — 64 (p2q) + 16 (p1 p2) — 64 (¢°)] — 64m}. (5)
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5. Vi kan utfgre beregningen i massesenter systemet, for siden ¢? er Lorentz invariant blir
resultatet det samme uansett hvilket intertialsystem vi regner i.

pL = % (\/E,0,0,\/s—mg),
P =3 (v5,0,0,~Vs—m2)

1
ki = 5\/5 (1,sin ¥ cosp,sin?d sin p, cos ) ,
1
ko = 5\/5 (1, —sin¥ cos g, —sin ¥ sin p, — cos ) .
Vi finner da at
-\2 1 1 1
2 _ 2 — (7 — _ _- _ 2y -~ 2 — p)
= - k) (101 k1) 1 (s —m2) 1513 s(s—m2) cos?, (6)
og derved
1 2
2 = _Z — 2
Gin=—7 (Vo +Vo—m2) (7)
1 2
2 — _Z _ _ 2
qmax - 4 (\/_ $ me) (8)

Vi gjentar prosedyren fra punkt 3, og finner

4

@ 0 _ e
MM = gy @ —md)
T {(By —me) 7" (¢ +me) V" (b +me) v (4 +me) v} (9)
4
= © T(ab)
4(¢® —m3) (¢* —m3)
_ 4
®) @ _ e
MM = T @ - m
Tr {(752 —me) 7" (ﬂl + me) Y Py +me) v (d + me) 'YH} (10)
= ¢! T(ba)
4(¢? —mg) (¢ —m3)
MPMP* = e’

——5 X
4(q% —m2)’

Tr {(ﬁz —me) 7’ (dl + me) s (ﬁ1 +m.) Tu (dl +me) ’YV} (11)
R
4(g"? - m2)®

Oppgave 2:

I denne oppgaven skulle vi studere modellen definert ved Lagrange-tettheten
_T. 1 .
L=1 |iv*o, — 5”“‘7“ E,, —m|, (12)

der F),, er et a regne som et eksternt (dvs. ikke-dynamisk) felt.
a)
I et 4-dimensjonalt tid-rom (og naturlige enheter) har Lagrange-tettheten (masse-)dimensjon
D{L} = 4, og D{9,} = 1. Da kan vi lese ut av ligning (12) at D{¢p¢} = 3 (siden v* er
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b)

d)

dimensjonslgs). Det bgr videre veere kjent at Lagrange-tettheten for det fri elektromagnetiske
felt har formen Lgy = —i Frv F,,, slik at

D{F,,} = D{F*"} =2
(siden vi opererer med en dimensjonslgs metrisk tensor). Derved finner vi

D{pa} = D{L} = D{F,,} - D{y 9} = -1. (13)

Kommentar:
Siden D{p,} < 0 vil ikke denne modellen veert renormaliserbar hvis det elektromagnetiske
feltet F},, ogsé betraktes som dynamisk.

Euler-Lagrange ligningen lyder generelt

oc oL

=g,
g g 8(6u90a)
der ¢, er en vilkarlig feltkomponent. I vart tilfelle reduserer dette seg til Dirac-ligningen
oL ) 1 N
5 = [27”6,, — 5 Ha o Fy, — m] Y =0. (14)
Siden F()z' = FiO =0 har vi

k > B
" i i o 0 o-B 0
ot Fuu=U”Fij=€”k€ijf( 0 g’ﬂ)Bz:2< 0 E-E)

Hvis vi innfgrer 2 x 2 matrisen b = p, & - B kan ligning (14) skrives p4 formen

0 —b—m id-V wr ) _o
—i6-V  —i0i—b—m w, )

Med planbglgelgsningen
wy, wy ~ e—i(wt—i)’-i“)

vil 10y = w, iV — —p, og med planbglgelgsningen
Wy, wy ~ ei(wt—ﬁﬂ"‘)

vil 10y = —w, iV — p. Dette gir de algebraiske ligningene

(“’_"f_b P )(“’T>:0, (15)
pr —w—m-—> wy

og den tilsvarende ligningen med w — —w, p = —p. Her har vi innfgrt

—

F-p=|plT=p

>

Merk at ## =1 (dvs. 2 x 2 enhetsmatrisen).

Vi kan begynne med & se pa ligningssystemet (15) generelt. Vi kan eliminere w, fra gverste
rad ved & multiplisere med 7,

pwy = 7T(w—m — b) ws.
Vi setter dette inn i nederste rad av (15), og far etter multiplikasjon med p 7

[p* — 7 (w+m+b)#(w—m—0b)] wp = Quy. (16)
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Betingelsen for ikke-triviell lgsning av dette systemet er at det @ = 0. Dette gir dispersjons-
relasjonen.

Nar B og 7 peker i samme retning vil b og # kommutere, dvs. # b# = b# # = b. Ligning (16)
kan da skrives pa formen
[p* —w? + (m+b)*] wy =0. (17)

Det eneste som ikke er proporsjonalt med enhetmatrisen i denne ligningen er b som i standard

representasjon har formen
1 0
b= pa Bo ( 0 —1 > >

slik at betingelsen for at determinanten skal forsvinne er at
w? =p? + (m + pa Bo)?, (18)

som vi ser er invariant under w — —w og p = —p. Sa bade “positiv frekvens” og “negativ
frekvens” lgsningene oppfyller dispersjonsrelasjonene

w= /P + (m £ 1 Bo)?. (19)




