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NORGES TEKNISK- NATURVITENSKAPELIGE UNIVERSITET
INSTITUTT FOR FYSIKK

Faglig kontakt under eksamen:

Hans M. Pedersen, tlf. 93587 (mobil: 48 26 55 19)

Kontinuasjonseksamen SIF 4060: Elektromagnetisk teori

Lordag 10. august, 2002
k1. 09.00-15.00

Tillatte hjelpemidler: C - Spesifiserte trykte hjelpemidler tillatt. Bestemt, enkel kalkulator
tillatt.
Rottmann: Matematische Formelsamling (alle sprékutgaver)
Barnett & Cronin: Mathematical Formulae
@ grim: Sterrelser og enheter i fysikken
Se ogsa oppgitte formler side 5-8.

Oppgave 1

2me  \ 7

a) Vis at potensialet fra en uendelig linjeladning kan uttrykkes som V' = —i—ln(ij ,
hvor A er ladning pr. lengdeenhet,  er avstanden fra linjeladningen og 7 er en
konstant avstand.

Bestem kapasitans pr. lengdeenhet C’ for en koaksialkabel hvor innerlederen har
radius r; og ytterlederen har radius r, (> r1). Bestem ogsé kabelens selvinduktans pr.
lengdeenhet L' nar vi antar ideelle ledere, slik at C'L'= ug, hvor 1 og & er permeabilitet

og permittivitet for materialet mellom de to lederne.

Gi tallsvar for r1 = 0.5 mm, r, =4 mm, u =L 0g £=2&.

b) Koaksialkabelen over utgjer en elektrisk transmisjonslinje.
Tegn opp ekvivalentskjema for et infinitesimalt stykke dx av transmisjonslinjen ndr de
to lederne antas ideelle (null resistans). Bruk dette til & vise at strem- og spennings-

variasjonene I(x, 1) og V(x, t) oppfyller de koblede ligningene



c)

d)
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LA B .
Ox ot Ox ot
og at de begge oppfyller en belgeligning av vanlig form.

0,

Bestem fasehastigheten uttrykt ved x4 og & Gi tallsvar for parameterene oppgitt i a).

Anta at transmisjonslinjen overforer et monofrekvent signal, slik at

V(x,1) = Rel]y/ (x) exp(—iar)] og I(x,t) = Re[I(x)exp(—iar)], hvor V(x) og I(x) er
komplekse spennings- og stremamplituder.

Hvilke ligninger oppfylles av V(x) og (x)?

Hvordan defineres belgetallet £ og belgeimpedansen zy?

Signalet ovenfor overfores fra en signalkilde til en mottaker.

Hvordan mé& mottakerens innngangsimpedans velges dersom vi skal unnga at signalet
reflekteres tilbake fra mottakeren? Gi tallverdier for de gitte parameterene.

Under hvilke betingelser kan vi kan neglisjere belgeforplantningen i
transmisjonslinjen og bruke vanlig kretsteori til & beskrive signaloverferingen (dvs.

anta at V(x)~V(0) og I(x)=I(0) langs hele linjen)?

Oppgave 2

2)

b)

Vi antar at vi har en statisk ladningstetthet p(r) 1 fritt rom (vakuum).

Hvilke differensialligninger oppfyller elektrisk felt E og skalarpotensialet /7 Skriv

dem ned.

Anta at en total ladning Q er jevnt fordelt i en kule med radius R. Bestem det
elektriske feltet E og den totale elektriske energien
&
w,==2 [Edr
hele

rommet

for denne ladningsfordelingen.

Bestem potensialet V' for ladningsfordelingen i a). Bruk resultatet til & beregne

elektrisk energi ved bruk av formelen
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W, =% j‘der ,

hvor p er ladningstettheten. Sammenlign med resultatet i a).

c) Det forutsettes kjent at

V)=

3

1 1 Nyt B ,
po I—; p(r)dr'; hvor » =[r -

og at

1.1 I (_r_'j P, (cos8"),

v ‘r - r" ¥
hvor de forste Legendrepolynomene er: Py(x) =1, Pi(x) =x, Py(x) = (3x*=1)/2, ..osv.,

og @' er vinkelen mellom vektorene r og r'.

Vis hvordan potensialet fra ladningsfordelingen o(r) kan representeres ved en

multipolutvikling.

Skriv opp uttrykk for monopol- og dipolleddene, og vis at dipolleddet kan uttrykkes

som:
1 p-f .
Vi (1) = —, hvor p er dipolmomentet.
dre, r
d) Forklar hvordan man kan bruke speilingsmetoden til 4 lgse elektrostatiske problemer.

En punktladning ¢ er plassert pa z aksen 1 avstand a over et uendelig stort, ledende
plan iz = 0. Beregn potensialet og alle komponentene av det elektriske feltet for

avstander  >> ¢ 1 halvrommet z > 0.

Oppgave 3
a) Ta utgangspunkt i Maxwells ligninger pé differensiell form (se oppgitte formeler) og
skriv ned, eller utled, de tilherende ligningene pd integralform.



b)

¢)

4
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Hvilke grensebetingelser tilfredsstiller E, B, D og H ved grenseflaten mellom to
materialer uten frie ladninger?

Vis at ladningsbevarelsen folger direkte av Maxwell's ligninger.

Vis at man ved & innfere skalarpotensialet /' og vektorpotensialet A far to av Maxwells

ligninger automatisk tilfredsstilt.
For en oscillerende, perfekt, magnetisk dipol med dipolmoment m(¢) = m, cos(a)t)i er

vektorpotensialet gitt ved:

AG0.1) = ~%§&[Eif£€j{lcos[w(t /o)l Zsinfo; - m)]}qa |

¥ r
Hvorfor kan vi her se bort fra skalarpotensialet?
Beregn elektrisk felt E(r, 6, ) 1belgesonen, dvs. for sé store » at vi kan se bort fra

bidrag som gar mot null raskere enn 1/ nér r—cc.

Finn tilsvarende uttrykket for magnetfeltet B(r, 8, /) og midlere Poyntings vektor
4806, ).

Beregn midlere utstrélt effekt fra den magnetiske dipolen. Sammenlign med det

2 4
_ HoPo @

tilsvarende uttrykket for en elektrisk dipol, <P> T
ac

, nar vi antar at

m, =b’1, = b’ wq,, p,=q,dog d=nb.
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Oppgitt:

VECTOR DERIVATIVES
Cartesian. dl=dxX+dyy+dzi; drv=dxdydz

at . ot . 9ot

Gradient : V¢ = 5—;)‘ E;y.}_ .a_zz
d a 38
Divergence: V.V = 81: + Fvyz ..aizl.
dv dv av dv v av
Curl : Vxy = __z__Y)g due Bug) o (Byy 8w,
ur (By dz + az ax y+ ax dy z
. ) 3% 8k 3k
Laplacian . Vit = —_—

ol oy oz
Spherical. dl=drf+rd9@+rsin9d¢¢3; dt =r?sin8drddd¢

ot . 10t a 1 0t &
+-—40 —

i R vVt = — -
Gradient ar r r a9 + rsind a¢
19 1 8 I dug
: : AVAN = e 2 ——— —(sin@ EYy
Divergence v g (reve) + T sind 30 (sinf vg) + rsind a¢
Curl V xv L T2 Gingupy - 221 ¢
: = gl Y
ur rsing | 96 EY”
1T 1 v 0 5. 1[2 dur 1
il DA 0+ -1— -
+ - {:sinB ” ar(rvd,)] + . [ar(rva) 30 ]¢
Laplaci v L2 (), L 27 (sin&m - ot
. = —=—I|rr—l+5—"—= 29 ) T 2anlg 9bl
placian ar ar r2sin@ 06 a6 r2sin2 6 092
Cylindrical. dl = d5§+5d¢";’ +dzi; dr=sdsdédz
Gradi Vi LSy
. = -—38 - P
radient as s d¢ 9z
. 19 1dvy = dv,
Divergence: V-V = 335 (svs) + s 9 0z
19v, dvupl,, [Vs OV |4 1[3 a”"]‘
' I A e A 2 il el €2 7) Rlirwrall R
Curl : Vxy L PY) 37_:15'*_[81 as]¢ 5 85( *77 3¢

‘ V2 SN AWE 3%t + a%t
, S L (A ISPl
Laplacian : sds \_ds s2agr 9zt
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VECTOR IDENTITIES

Triple Products
(N A-BxC)=B-(CxA)=C-(AxB)
(2) Ax(BxC)=B@A-C)—-CA-B)
Product Rules
@) V(f)=f(Ve) +8(VS)
4) V(A-B):AX(VxB)+Bx(VXA)+(A-V)B+(B-V)A
6 V-(fA) =T -A+A (V)
©6) V-(AxB):B-(VxA)—A-(VxB)
M) Vx(fA) = f(VxA)-Ax(VS)
8) Vx(A><B)=(B-V)A—-(A-V)B+A(V¢B)—-B(V-A)
Second Derivatives
9 V- (VxA)=0
(10) Vx(Vf)=0

(an v x (v % A)=V(V-A) - VIA

FUNDAMENTAL THEOREMS

Gradient Theorem : f:’(Vf) .dl= f(b)— f(a)
Divergence Theorem : [(V-A)dt = fA-da

Curl Theorem : f(VxA)-da= §A-dl
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BASIC EQUATIONS OF ELECTRODYNAMICS

Maxwell’s Equations

In general : In matter :
V. E= : vV.D
= EOP =pf
aB
B ——
VXE=— VxE= ot
at
V.-B=0 V-B=0
ab
oE = =
V x B = poJ + poor VxH=1Jr+5
Auxiliary Fields
Definitions . Linear media :
D=¢E+P P=¢yxE, D=¢€E
1 1
H=—B-M M= xm.H, H=-B
Ko 23
Potentials
dA
=-VYV - —, B=VxA
at
Lorentz force law
F=gqE+vxB)

Energy, Momentum, and Power

Energy :

Momentun .

Poynting vector .

Larmor formula :

U= 1 <60E2+ —LB2> dt
2 Ho

P =¢o [(ExB)dr
1
=———(EXB)
Ho

P = _/~_‘_0_qzaz
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FUNDAMENTAL CONSTANTS

€0 = 8.85x10712C2/Nm? (permittivity of free space)
o = 4 x 1077 N/A? (permeability of free space)
c = 3.00x108m/s (speed of light)

e = 1.60x1071°C (charge of the electron)

m = 9.11x103 kg (mass of the electron)

SPHERICAL AND CYLINDRICAL COORDINATES

Spherical -
x = rsinfcos¢ X = sin9005¢f‘+cos€cos¢é—-sin b
{ y = rsinfsing § = sin@sin ¢ T+ coshsin ¢é+cos¢¢;
z = rcosf % = cosdf—sin6é
ro= Jx2+yr+s2 f = sinfcospX+sinfsing§+cosfi
l 9 = tan~'(/x2 4+ y2/2) [ § = cos@cosgX+cosfsing§y —sin 62
¢ = tan"!(y/x) ¢ = —singX+cosg§y
Cylindrical
x = scos¢ X = cos¢s§—sin r,brf)
{ y = ssing { y = sin ¢§+cos¢>$
z = 7 Z = 1
s = Jx24y? § = cosgpX-+singy
{ ¢ = tan~!(y/x) { <f> = —singpX+cosdy
7 = 2 i = 1



