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Tillatte hjelpemidler: C - Spesifiserte trykte hjelpemidler tillatt. Bestemt, enkel kalkulator
tillatt.
Rottmann: Matematisk Formelsamling (alle sprakutgaver)
Barnett & Cronin: Mathematical Formulae
@grim: Sterrelser og enheter i fysikken

Se ogsa oppgitte formler side 5-8.

[Der svaret er oppgitt kreves det at utledningene gjennomferes skikkelig, og at det klart

fremgar om en storrelse er en vektor eller skalar.]

Oppgave 1
a) Vis at Maxwells ligninger medferer at ladningen er bevart.

[ ledende materialer er stromtettheten gitt som: J = oE, hvor ¢ er materialets
konduktivitet (ledningsevne). Anta at vi i et ledende materiale har en gitt
ladningsfordeling gy(r) ved tid £ = 0. Beregn o(r,r) for ¢ > 0, og vis at o(r,5)—0

etter kort tid.

Gi en fysisk forklaring pa hvorfor man ikke finner frie ladninger i det indre av ledende

materialer.
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b) Poyntings vektor S og elektromagnetisk energitetthet u er gitt ved, henholdsvis,

Sz—l—(ExB) og u:}—(eoE2+Bz/uO>.
Uy 2

Vis at:

9 . Jiv-S=0.
ot

[Hint: Beregn V-S ved bruk av oppgitt produktregel (6) og Maxwells ligninger.]
Forklar betydningen av denne ligningen, og av hvert av de tre leddene pa venstre side.

c) Vis at nar feltene uttrykkes ved hjelp av potensialene ¥ og A (se oppgitte formeler), s&

er to av Maxwells ligninger automatisk oppfylt.
De siste to av Maxwells ligninger gir to koplede ligninger for ¥V og A. Finn disse.

c) Forklar hva som menes med en justeringstransformasjon (gauge-transform).

. : . . oV
Vis at ved Lorentz-justering, slik at V-A =—p¢&, %—— reduseres de to koplede
t

ligningene for Vog A'ic) til to inhomogene belgeligninger som er formelt dekoplet

2 2

2 v A
v V_goluoar—z:_«?/go 0g VzA"goﬂo?:_ﬂoJ-

Betyr dette at V og A er uavhengige av hverandre? Gi begrunnelse for svaret.

Oppgave 2

[ kulekoordinater, og med rotasjonssymmetri om z aksen, er den generelle lgsningen av

Laplaces ligning gitt ved,

+1

Vir,0) — Z(Amr”’ + 5’” ij (cos@),

m=0

hvor de forste Legendrepolynomene er: Py(x) = 1, P;(x) = x, P,(x) = (3x*~1)/2, ..0sv.



Side 3 av 8

Anta at en jordet, ledende kule, med radius R og sentrum i origo, er plassert i et ellers
homogent elektrisk felt med potensial ¥ = —Ez. Dette uperturberte potensialet blir

modifisert med kulen tilstede.

a) Hvilke randverdier mé lesningen V(r,6) oppfylle?

Bruk disse til & vise at det resulterende potensialet er
3
Virg) = —Eo[r —%—}cos@ .
r

. . vV
b) Overflateladningen pé en leder er gitt ved o = —g, v

on

Beregn flateladningstettheten som induseres pa kulen.

c) Beregn potensialet fra en elektrisk dipol med dipolmoment p =¢dz .

Vis at svaret kan uttrykkes som

1 ‘T
Vi =—P0=
4re, r
d) Vis at svaret i a) er summen av det uperturberte potensialet Vj og et indusert

dipolpotensial.

Finn det induserte dipolmomentet,

Oppgave 3
For en rektangulear belgeleder med sidekanter a og & er lasningene for TE,,, modene gitt ved
B, = B, coslmmx/a)cos(nay [b),

hvor By er en konstant. Disse oppfyller
3°B 82
: [a)/c ~k ]B =0,

ox’
hvor k er bolgetallet i z retning, dvs. i bolgelederens lengderetning.




a)

b)

d)
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Bestem dispersjonsrelasjonen (k som funksjon av ) for disse modene, og vis at den

kan uttrykkes som

k— lwla)z -a)fm .

[

Finn frekvensene cw,, uttrykt ved a, b, m og n.

Hvilken betydning har frekvensen wy,?
Finn fasehastighet og gruppehastighet for TE,,, modene.

Vis at med
cosf =1-(w, o)

kan resultatene i b) forklares ved at vi har en superposisjon av plane balger som

forplantes under en vinkel & med z aksen.
Bolgelederens dimensjoner era = 2.3 ¢cm og »=1.01 cm.
Hvilke TE,,, moder kan forplantes nar frekvensen er 1.50-10'° Hz 2

Hvilket frekvensomrdde mé velges dersom bare én mode skal kunne forplantes?
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Oppaitt:

v VECTOR DERIVATIVES
Cartesian. dl=dxk+dy§y+dzi, dr=dxdydz

at at . ot ,
Gradient : Vi = —X+—3+—1

Divergence: Vv = ——

dv dvy ov av av dv
Curl : xy = (e gy (Px Ik A+<_.Y.___1 ;
y Y (By 82) +(32 ax y ax dy z

Laplacian : Vi =

Spherical.  dl=drf+rdf8 +rsingde ¢, dv =rtsin6drdodg

at 1 dt » 1 01 »
Gradient : Vi = —t+-—90 ey
radien ar + r o0 + rsinf 0¢ ¢
13 1 8 1 Qug
Di L Vey = 57 (sinf 7
ivergence Vo= g it g et T e 5
Cort - v _ 1 8(. 6 vs) ug |
urt XY = sine Loe SIneve 0¢

1 1 dvr d i v | 4
—}—;[m*&g"é}'(rvqﬁ}G-‘}‘;[ar(rU&) 89}(#

Laplacian : V2 = 13 ,_”2‘% + 1 g s,irxf)a[)-{~~-‘“““1 EE‘_
placian . = 2% ar r2sinf 90 30 +2sin2 0 0¢?

Cylindrical.  dl=ds3+s dpd +dza; dr =sdsdpdz

r . 18t~ at,
Gradient : vVt = 5-55+;5$¢+521

i gy = LBy LA B
ivergence : Y = 3 3s (SUs 5 3 .
19v, dug . vy, dv s L]0 Bvx]A
: = -7 =7 —_— 4+~ | —(vg)— |2
Curl : VXxv L ) P ]s + [ 72 35 ¢ S as(s ®) 3%

Laplaci o2 18 [ at ~*_1 32t+32t
: = ——\{s—|+=sz3+53
ptacian sds \ ds 52 3¢? 972
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VECTOR IDENTITIES

Triple Products
€)) A-BxC)=B-(CxA)=C-(AxB)
2 Ax®BxC =BA -C)-CA: B
Product Rules
3 ViU =fVe)+sVf)
@ V(A'B):Ax(VxB)+B><(VxA)+(A-V)B+(B-V)A
5) V-(fA=fV-D+A- V]
6) V-(AXB)=B~(V><A)—A-(V><B)
7 Vx(fA)=f(VxA)-Ax(Sf)
®) VX(AXB):(B‘V)A-—(A'V)B%’A(V-B)—B(V'A)
Second Derivatives
9 V- (VxA)=0
(10) Vx(Vf)=0

(1) V x (VxA)=V(V-A)-VA

FUNDAMENTAL THEOREMS

Gradient Theorem : fab(Vf) .dl= f(h) — f(a) ~
Divergence Theorem : [(V -A)dr = §A-da

Curl Theorem : J(VxA)-da=¢us-dl
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BASIC EQUATIONS OF ELECTRODYNAMICS

Maxwell’s Equations

In general :

oE

at

[ V x B = uoJ + 1oco

Auxiliary Fields
Definitions :

D=¢E+P

Potentials
E=-VV

Lorentz force law

F =

Energy, Momentum, and Power

Energy :

Momentum .

Poynting vector :

Larmor formula :

In matter :

VD =pf

VxE

V-B=0

Linear media :

P = eoxE,

M = XmH»

dA

v

B=VxA

g(E+v x B)

1/(5 E?+ :
= - 0 —
2 H“o
P =¢ [(E xB)dr

1
§=—(E xB)
140

P = _“__O_an2

VxH=Js+

aB

at

aD

at

Bz) dt
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FUNDAMENTAL CONSTANTS

€ = 8.85x10712C%/Nm? (permittivity of free space)

no = 4r x 1077N/A? (permeability of free space)

c = 3.00x108m/s (speed of light)

e = 1.60x107¥C (charge of the electron)

m = 9.11x 1073 kg (mass of the electron)

SPHERICAL AND CYLINDRICAL COORDINATES
Spherical
x = rsinfcos¢ X = sin@cos¢i‘+cosecos¢é——sin ¢$
y = rsinfsing 9 = sinfsin ¢t +coshsin ¢h+cosp
z = rcosb 7 = cosOFf—sinfh
ro= Jxl4y242 I = sinfcos¢pX+sinfsingy+coshz
6 = tan~!(Vx2+ y2/2) 6 = cosOcospX+cosfsing§—sinfi
¢ = tan~l(y/x) é = —singk-+cospd
Cylindrical :

X = Sscos¢ X = cos¢§—singe
y = ssing § = sin¢S+cosgd
z =z I = 1z
s = Jxl4y? § = cosPpX+sin @y
¢ = tan~l(y/x) ¢ = —singpXk+cospy
z =z z = 1z



