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[Der svaret er oppgitt kreves det at utledningene gjennomferes skikkelig, og at det klart

fremgér om en storrelse er en vektor eller skalar.]

Oppgave 1
a) Vis at Maxwells ligninger medforer at ladningen er bevart.

I ledende materialer er stromtettheten gitt som: J = oE, hvor o er materialets
konduktivitet (ledningsevne). Anta at vi i et ledende materiale har en gitt
ladningsfordeling py(r) ved tid £ = 0. Beregn p(r.f) for £ > 0, og vis at p(r,/)—0
etter kort tid.

‘Gi en fysisk forklaring pa hvorfor man ikke finner frie ladninger i det indre av ledende

materialer.
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b) Poyntings vektor S og elektromagnetisk energitetthet u er gitt ved, henholdsvis,
S =~1~(E><B) og u =l(80E2 + B’ /uo).
» Hy 2
Vis at:

OU B J+V-8=0.
o1

[Hint: Beregh V.S ved bruk av oppgitt produktregel (6) og Maxwells ligninger.]
Forklar betydningen av denne ligningen, og av hvert av de tre leddene pa venstre side.

c) Skriv opp Maxwells ligninger for et umagnetisk, ledende materiale og vis at det

elektriske feltet oppfyller bolgeligningen

oF O°E
V’E -ou, — — &ty — = 0.
IUO 8t /'10 atz

Denne har planbolgelgsninger av typen E(z,)=E, exp[i(l?z - a)t)] hvor & er et

komplekst bolgetall. Bestem dispersjonsrelasjonen ( k som funksjon av ).

d) Vis at vi tilneermet har

ONEITN Jrlfgq ﬁg°—;f0rco>> ol

(1+i)\ T ®

k

R

sforw<<ols.

Bestem fasehastighet, gruppehastighet, eksponensiell dempningslengde (skin depth™)
og bolgelengde for de to grensetilfellene.

Hvor stor dempning har man pr. belgelengde nir o << o/ ?

Oppgave 2

I kulekoordinater, og med rotasjonssymmetri om z aksen, er den generelle losningen av

Laplaces ligning gitt ved,

rm

V(r,0)= i(/lmr'" - B’L ij (cos0),
m=0

hvor de forste Legendrepolynomene er: Po(x) = 1, P1(x) = x, Pa(x) = (3x*=1)/2, ..osv.
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Anta at en jordet, ledende kule, med radius R og sentrum 1 origo, er plassert i et ellers

homogent elektrisk felt med potensial Vy = —Eyz. Dette uperturberte potensialet blir

modifisert nar kulen er tilstede.

‘Hvilke randverdier ma losningen V(r,6) oppfylle?

a)
Bruk disse til & vise at det resulterende potensialet er
R3
V(r,0)= -Eo(r - T}cos& .
r
. . . oV
b) Flateladningstettheten pé en leder er gitt ved o = —¢, Y
n
Beregn flateladningstettheten som induseres pa kulen.

c) Forklar hvordan man kan bruke speilingsmetoden til & lose elektrostatiske problemer.
En punktladning g er plassert pa z aksen i avstand a over et uendelig stort, ledende
planiz = 0.

Bruk speilingsmetoden til & beregne potensialet i halvrommet z > 0.

d) Beregn den indusert ladningstettheten og total indusert ladning i planet z = 0.

Oppgave 3

a) Vis at kapasitans pr. lengdeenhet for en koaksialkabel hvor innerlederen har radius

og ytterlederen har radius r, (> r), er gitt ved:

C’=——/—1——=27r£ In L
AV K

hvor A er ladning pr. lengdeenhet, AV er potensialdifferansen mellom lederne og & er
elektrisk permittivitet til materialet mellom lederne. (Hint: Beregn felt og potensial for

en linjeladning og bruk entydighetsteoremet.)




b)

d)
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Bestem ogsa kabelens selvinduktans pr. lengdeenhet L' nar vi antar ideelle ledere, slik
at C'L’ = ug, hvor u er magnetisk permeabilitet for materialet mellom de to lederne.

Gi tallsvar for r; = 0.5 mm, r, =4 mm, u=4y og £=2&.

Koaksialkabelen over utgjer en elektrisk transmisjonslinje. |

Tegn opp ekvivalentskjema for et infinitesimalt stykke dx av transmisjonslinjen nér de
to lederne antas ideelle (null resistans). Bruk dette til & vise at strem- og spennings-
variasjonene I(x, ) og V(x, f) oppfyller de koblede ligningene

W ol B OV

0,
0x ot Ox ot

og at de begge oppfyller en belgeligning av vanlig form.

Anta at transmisjonslinjen overforer et monofrekvent signal
V(x,t)=Re[V (x)exp(—icon)] og  I(x,t) =Re[l(x)exp(—ior)],
hvor V(x) og I(x) er komplekse spennings- og stremamplituder.
Hvilke ligninger oppfyller disse?
Bestem fasehastigheten og belgeimpedansen z, for en belge V' *(x)og I*(x) som
forplantes i +x retning. Gi tallsvar for parameterene oppgitt i a).

Hva er impedansen for en belge V7 (x)og [ (x) i-x retning?

Med refleksjon fra enden av linjen har vi belger i begge retninger:
Vix)=V"(x)+V " (x) og I(x)=1"(x)+1 (x).

V(x) _, 1+ p(x)
I(x) "1-p(x)

Vis at totalimpedansen er Z(x) = , hvor zg er belgeimpedansen og

Vo(x) I (x)
) IT(x)

p(x)= er en lokal refleksjonskoeffisient.

Finn refleksjonskoeffisienten ved enden av linjen uttrykt ved lastimpedansen Z, og

bolgeinpedansen zy. Gi tallsvar for Z,5=100Q og parameterene oppgitt ovenfor.
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Oppgitt:

VECTOR DERIVATIVES
Cartesian. dl= dxx—i—dyy +dzz,_ dr.=dxdydz

at at
Gradient : Vt = — —_—
radien , e + % y+ az

dvx ?_1)_)'_+?_':’_£

Divergence : Vv = -a_; + 3y ”
du, duy\ . du,  0vz\ . (av, avx) .
Curl : VXxyvy = — e | X PiGadpppp Dt —
“r ( dy 9z ) + ( 9z  ox y+ ox Oy z
9% au 3
Laplacian : V% = —+—+73 ,

ax? ' 9y  0z?

Spherical.  dl=dri+rdff+rsind d¢d: dr=r?sin@drdode

9t . 13t 1 9t =

Gradient : Vit = —5;r+;5§9+m%

Curl : VXxy = ;ﬁ;g[%(sinev@ 8¢]f }
Cylindrical. ~ dl=ds8+s dopd+dzi; dr=sdsdpdz

Gradient : vVt = ﬁt— $ :t- :; o+

Divergence: V-V = %%(SUS) + i 681: a;; \

Curl: va = [%%—aavj]§+[aav;—%]$+%[a (svd,)—%t%]‘

¢
Laplacian o = L2 a:+132x+62r
placian : = <% 7 392 ¥
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VECTOR IDENTITIES

Triple Products

¢)) A-(BxC).—:B-(CxA):C-(AxB)

(03} Ax(BxC):B(A-C)—C(A'B)
Product Rules |
@) V(fg)=f(V®) +e(V )
4) V(A‘B)———Ax(VxB)+B><(VxA)+(A-V)B+(B-V)A
S V-(GA =T -A AT
6) V-(AxB):—-B-(VxA)-—A-(VxB) . ; ‘ \
M Y x (A= X A)—A X (V)
8) Vx(AxB):(B'V)A—(A'V)B—%A(V~B)—B(V—A)
~ Second Derivatives
9) V. (VxA=0 \
(10) Vx (V=0

(1) Vx(VxA)=V(E .A) - VA

FUNDAMENTAL THEOREMS

Gradient Theorem : [P (V.f)-dl = f®) — f(® :
Divergence Theorem : f(v-Aydr = A da

Curl Theorem : [(VxA)-da=¢A-dl
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BASIC EQUATIONS OF ELECTRODYNAMICS

Maxwell’s Equations
In general : In matter :
1
V-E=—p V. D=ps
€0
_ aB
oB VxE=—7
VxE=-——
X ar ot
V.B=0 v-B=0
~ 9E =)+
LVXB=ILOJ‘|"F«0€0%—{ v xH Jf+‘at
Auxiliary Fields
Definitions : Linear media :
D=¢E+P P = eo)E, D =¢E
1
H=—B-M M= xsH, H=-B
Ko
Potentials . aA
E=——VV——-—a—t—, B=VXxA

Lorentz force law

Energy, Momentum, and Power

Energy :

Momentum

Poynting vector :

Larmor formula :

F=q@E+vXxB)

i
U=~—

f (60E2 + —1—32) dt
2 Ko

P:E()f(EXB)d‘C

—l——(E x B)
Ko

Ho
6rc

P = q"’a2
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FUNDAMENTAL CONSTANTS
€ = 885x10712C2/Nm? (permittivity of free space)
po = 4mx 107 N/A? (permeability of free space)
c = 3.00x10%m/s (speed of light)
e = 160x107YC . (charge of the electron)
m = 9.11x1073 kg (mass of the electron)

SPHERICAL AND CYLINDRICAL COORDINATES

Spherical
x = rsinfcosg X = sin9¢os¢i+cos€cos¢§—sin Y
{ y = rsinfsing § = sinfsin ¢f +cosfsin ¢§+cos¢$
7z = rcosf 5 = cosOf—sinfh
r o= X2+ +2 # = sinfBcos¢pk+sinfsingy-+coshi
\ 0 = tan'(V/x%+ y2/2) { § = cosfcospk+cosfsingy—sinfz
¢ = tan~!(y/x) ¢ = —singk+cosedy
Cylindrical
x = scos¢ & = cos¢S§—sin Y
{ y = ssing { § = sin ¢§+cosqb$
zZ = 2 i = 2
s = Jx24y? § = cospR+singy
[ ¢ = tan~!(y/x) { $ = —sinpX+cosoy
z = Z z = 1






