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Side 2 - 6: Oppgave 1 - 3.
Vedlegg 1 - 4: Formler og uttrykk kopiert fra D. J. Griffiths Introduction to electrodynamics.

Eksamen bestar av 3 oppgaver, i alt 10 deloppgaver. Hver av de 10 deloppgavene teller like
mye under bedgmmelsen. Vektorer angis med fete bokstaver. Symboler med en ”hatt” over
angir enhetsvektor.

Oppgavesettet er utarbeidet av Jon Andreas Stgvneng og Ola Hunderi.

Sensuren kan ventes ca 20. januar.
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OPPGAVE 1 (Teller 30%)

I denne oppgaven skal vi se pa propagering av monokromatiske elektromagnetiske bglger,
E(z,y,2,t) = E(:c, y)ei(kz—wt) . B(x,y,2,t) = B(x’y)ei(kz—wt)

inne i en hul rektangulaer bglgeleder med metalliske vegger (perfekt leder) og med (indre)
sidekanter a og b. Bglgene propagerer i z-retning:

Sy

For de sakalt ”transversalt magnetiske” (TM,y,) modene (dvs B, = 0) er z-komponenten av E

gitt ved
mnrr . nwy
sin —=

b

FE, = FEj sin

der Fy er en konstant. Disse modene oppfyller ligningen

der k er bglgetallet i z-retning (dvs bglgelederens lengderetning), w er bglgens vinkelfrekvens
og c er lyshastigheten.

a) Vis at dispersjonsrelasjonen (k som funksjon av w) for disse modene blir pa formen

1
k= ;\/wQ — w2,

og bestem derved de sakalte ” cutoff-frekvensene” w,,,,. Hvilke verdier kan m og n ha, og hvorfor?
(Tips: E ma oppfylle bestemte grensebetingelser pa bglgelederens indre overflater.)

b) Bestem fasehastighet og gruppehastighet for propagering i TM,,,-modene.

¢) I hvilke TM,,,,-moder kan en elektromagnetisk bglge propagere dersom bglgens bglgelengde
er 2 cm og bglgelederens dimensjoner er a = b = 4 cm? Hvilket bglgelengdeomrade ma velges
dersom eksakt en TM-mode skal kunne propageres?
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OPPGAVE 2 (Teller 30%)

For tilstrekkelig lave temperaturer vil magnetfeltet inne i en superleder vaere lik null. Dette er
kjent som Meissnereffekten. Dette er alt vi trenger a vite om superledere for a analysere en
velkjent konsekvens av Meissnereffekten, nemlig magnetisk levitasjon, dvs at en (permanent-)
magnet svever i lufta over et stykke superledende materiale:

magnet

luft (vakuum)

grenseflate
(=superlederens overflate)

superleder:  B=0

Vi skal i fgrste omgang beskrive den svevende magneten som en perfekt (punktformet) mag-
netisk dipol, med magnetisk dipolmoment m = mZ, i hgyde z = h over superlederens overflate:

z

h [m

=0

—h -m J speildipol

Pa grunn av Meissnereffekten er altsa B = 0 for z < 0, og pa grunn av grenseflatebetingelsen
for normalkomponenten til B (oppgitt nederst i oppgaven), ma vi ha B, = 0 i og like uten-
for overflaten. Denne betingelsen kan vi fa oppfylt ved a erstatte hele superlederen med en
”speildipol” —mZ i posisjon z = —h, og pa grunn av entydighetsteoremene er vi garantert at
det resulterende magnetfeltet for z > 0 er det samme som det vi far i det virkelige problemet,
dvs uten speildipolen men med superlederen til stede i halvrommet z < 0.

a) Vis, ved a skissere feltlinjer (eller ved direkte utregning), at speildipolen ma peke nedover
(og ikke oppover) for at magnetfeltet i overflaten skal ha B, = 0.

b) Vis at en slik magnet med masse M og dipolmoment m vil sveve i en hgyde

m2\ /4
=A—
= (1%)

og fastlegg koeffisienten A. Tyngdekraften virker nedover, og tyngdens akselerasjon er g.
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¢) Vi gar na til den motsatte ytterlighet og lar den svevende magneten vaere ei stor, sirkulzer
stromslgyfe med radius a og strgm I (dvs m = wa?I), orientert parallelt med superlederens

overflate i posisjon z = h, slik at m fremdeles peker i positiv z-retning. 1 dette tilfellet
vil speildipolen bli en tilsvarende strgmslgyfe, lokalisert i 2z = —h, med motsatt retning pa
strgmmen:

=0

-h T T peildipol

-m

Anta at strgmslgyfa svever i en hgyde som er liten i forhold til slgyfas utstrekning, dvs h < a.
Vis at dersom strgmslgyfas masse er M, vil den i dette tilfellet sveve i en hgyde

2

m
h~C—
CM

og fastlegg koeffisienten C. Tips: Betrakt de to strgmslgyfene som to parallelle, tilnsermet
uendelig lange og rette strgmfgrende ledere.

Oppgitt:
Normalkomponenten av B er kontinuerlig nar vi krysser en grenseflate mellom to medier 1 og
2:

By =By

Magnetfelt i avstand r fra en perfekt (punktformet) magnetisk dipol med dipolmoment m
("hatt” over vektor angir enhetsvektor):

_ Mo 3(m-P)F —m
 4n 73

Magnetisk kraft pa perfekt magnetisk dipol med dipolmoment m i magnetfelt B:
F =V(m-B)

Magnetisk kraft pa strgmslgyfe i magnetfelt B:
F:I%ﬂxB

Magnetisk feltstyrke i avstand s fra rett, uendelig lang strgmfgrende leder:

ol
B(S) = 2—71'3
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OPPGAVE 3 (Teller 40%)

I denne oppgaven skal vi se pa en enkel modell for forplantning av elektromagnetiske bglger i
en gass med N atomer pr volumenhet. Vi skal for enkelhets skyld anta at hvert atom bare har
ett elektron bundet til atomkjernen. Mot slutten av oppgaven er det gitt endel opplysninger
som du kan fa bruk for.

Figuren nedenfor viser en ekvivalent mekanisk modell. Den bestar av en masse m som er festet
til ei fjeer med fjeerkonstant k. Massen svinger fram og tilbake pa grunn av en drivende kraft
F(t) = Fyexp(—iwt). Bevegelsen dempes av en friksjonskraft som vi antar er proporsjonal
med, men motsatt rettet, massens hastighet, dvs F; = —\dz/dt.

—\ dx/dt

L Foexp(—iwt)

a) Dette mekaniske svingesystemet kan brukes til & beskrive gassen med atomer, der hvert
atom altsa har ett elektron med masse m og ladning —e. Elektronet pavirkes av et harmonisk
varierende elektrisk felt polarisert i z-retning, dvs

E = Eyexp(—iwt)

(Kommentarer: Vi antar senere at den elektromagnetiske bglgen forplanter seg i z-retningen,
men her har vi plassert elektronet i z = 0, slik at faktoren exp(ikz) = 1. Dessuten, siden
atomkjernens masse er mye stgrre enn elektronets masse, antar vi at kjernen ligger i ro. Og
endelig ser vi bort fra pavirkningen av magnetfeltet B.)

Vis at i en slik modell vil det elektriske feltet indusere et atomaert elektrisk dipolmoment
p = po exp(—iwt) med (kompleks) amplitude
e?/m

Po= "5 > Eo
wh — W — 1yw

Hva er sammenhengen mellom wy og 7 i dette uttrykket og stgrrelsene angitt i figuren over?

Tips: Anta at bevegelsesligningen (dvs Newtons 2. lov) for elektronet har lgsning pa formen
z(t) = xo exp(—iwt).
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b) Hva blir den (komplekse) relative permittiviteten (dielektrisitetskonstanten) e,(w) til en gass
med N slike atomer pr volumenhet? Forplantning av elektromagnetiske bglger i en slik gass
beskrives av bglgeligningen, men na med kompleks permittivitet e:

0’E
V’E = cpp——
€Ho a12

(Vi antar at gassen er umagnetisk.) Vis at plane bglger
E(z,t) = Eyexpli(kz — wt)]
med komplekst bglgetall k oppfyller bglgeligningen for forplantning i z-retningen.

¢) Bestem gassens brytningsindeks n(w) = ¢ Re(k)/w og absorpsjonskoeffisient a(w) = 2 Im(k).
Du kan anta at gassen har lav tetthet N, dvs y, < 1.

d) La oss na anta at elektronets bevegelse i stedet dempes med en "rekylkraft” F, = m 7 da/dt
(der 7 er en konstant), altsa proporsjonal med den tidsderiverte av elektronets akselerasjon
a. (Dette tilsvarer at elektronet mister energi i form av utsendt straling.) I var opprinnelige
modell betyr det at friksjonskraften F; = —Adx/dt erstattes av F,, mens modellen forgvrig
forblir uendret. Hvordan endres uttrykket for (den komplekse) amplituden til det induserte
elektriske dipolmomentet py (se punkt a) som fglge av at vi bruker F, istedenfor Fj?

Oppgitt:

Elektrisk dipolmoment (en dimensjon):
p=qx

Elektrisk polarisering med N dipoler pr volumenhet, hver med dipolmoment p:
P =Np
Elektrisk susceptibilitet x, defineres ved:
P=¢x.FE

Relativ permittivitet (dielektrisitetskonstanten):

g
gr=—=1+Xe
€o

J1+n=1+n/2

Forn <« 1er



