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Eksamen SIF 4060 Elektromagnetisk teori 08.12.2001 - Iasningsforslag:
Oppgave 1
a) Direkte innsetting gir: {— (%T - (%}2 + (gjz - kz}Bz =0, som for de gitte B, bare

2 2 2
er oppfylt for: — PN |22 |2 k=0, Dermed fas:
a b c

2 2 2 2
PO P (@j - (@j ogmed w, =7 (ﬂj + (Ej fas den oppgitte
c a b a b

formelen. QED! For de gitte losningene kan ikke begge indeksene m og n samtidig

veere null.

Konstantene @, er TE,,,- modenes "cut-oft" frekvenser. For w <@,  blir k rent

imaginar og vi fir ikke belgeforplantning av TE,,,- moden, men eksponensiell

dempning i z retning.

b) Fasehastighet: v = % = c

- \/a)2 -, ) \/1—(a)mn/a))2

-1
-1
Gruppehastighet: v, =Z—Z) = (%} = (%J =cy1-(o,,/ o) <c .
o -,

C) (Se side 410 1 leereboka, Griffiths: "Introduction to electrodynamics")

2cforo2w,,.

Vi antar at moden er sammensatt av plane belger som forplantes under en vinkel &
med z aksen. For hver planbelge har vi belgetallet @/c mens k= (w/c)cos@ er z
komponenten av den tilherende belgetallsvektoren. Fasehastigheten (i z retning) blir
da: v=w/k =c/cos@. Energiforplantningen skjer nd med hastighet ¢ under en vinkel
O@'med z aksen. z-komponenten av denne hastigheten er: v, = ¢ cos6. Med det oppgitte

uttrykk for cos@er dette de samme resultatene som i b). QED.

2 2
d) Cut-off frekvensene er v, = O =§ (EJ + (%} . Innsatt for tallverdiene fés:
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v, =0.66-10""Hz ,v,, =1.32-10""Hz ,v,, =1.97-10""Hz ,v,, =1.49-10"°Hz,
Ve, =2.97-10"Hz, v,, =1.62-10"Hz.

Med den gitte frekvensen kan bare fire moder forplantes: mn = 10, 20, 01 og 11.

For at bare én mode skal kunne forplantes mé frekvensen vere mellom de to laveste

cut-off frekvensene, dvs.: 0.66-10""Hz<v <1.32-10"°Hz .

Oppgave 2

a) Potentialet: V' (r) = p !

g,

j 1 p(r')dr' ;hvor » = |r —r'|, er partikulerlesningen av
v

Poisson’s ligning: V’V =—p/¢g,.

Hvis potensialet er kjent, er elektrisk felt gitt ved E = —VV, mens ladningsfordelingen

gis av Poissons ligning p = —¢,V°V. For det oppgitte potensialet har vi V(r)= V(r) og

finner at
0 >t forr>R,
dV . |dzeyr
E =——VX= Qr
dr s forr <R
4re,
0;forr>R
g, d (| ,dV ’
P(’”)Z_EOVZV(’”):__;)_(” _j: Q9 ;forr <R
rodr dr 4 TR
Dette er en uniform ladningsfordeling med ladningstetthet p =~ QR3 1 en kule med
ST
3
radius R.
b) Direkte innsetting gir multipolutviklingen:
V(r)= b Ilp(r')dr' = i ! 1 b J.p(r')(r')'”Pm (cos@')dr’ X
e, 7o =r™ dre,
Monopol- og dipolleddene er, respektive: V= L; 0= J.p(r)d T,
4re,r
1 ' ' ' 1
ogV,,=—— Ip(r )r'cos@'dr'.

dre,r’
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! ([pyrdr)-i= ! P°L hvor

c Siden r'cos@'=r"r harvi: V, (r)=
) (1) dre,r’ dre, r

p= Ip(r)rd 7 er dipolmomentet. QED!

Med dipolmomentet langs z aksen og kulekoordinater har vi

1 pcosé

2

v

dip

= Vdip(r79) =

og finner feltkomponentene ved bruk av oppgitte
g,

formeler for gradienten i kulekoordinater:

IV _,Pcost _ 10V, _ psind dE =] Wy

E = 0= = =, a 4 -
r 00  A4re,r rsin@ O¢

2
' or drg,r’

I koordinat-fri form er dipolfeltet gitt ved:

E, —-V) =—__1 V(p'rj=— ! [1—31”%}

di d - 3 3
v Y 4re, dre, | r r

;.
=_;[£_3<P';>r}= L -y -
dre, r

3
e, | v r 0

siden Vr=r/r=r.QED!

d) Entydighetsteoremet ("uniqueness theorem") sier at bare én lgsning tilfredsstiller
Poissons ligning med gitte randverdier. Speilingsmetoden bygger pé at man fir de gitte
randverdiene tilfredsstilt ved & innfere fiktive ladninger utenfor lesningsomradet, slik
at summen av potensialene fra de virkelige og de fiktive ladningene oppfyller de gitte
randbetingelsene. Innenfor lgsningsomradet er dette den losningen av Poissons ligning
som tilfredsstiller randverdiene. I dette tilfelle, med en punktladning ¢ og et uendelig,
ledende plan, blir randverdiene tilfredsstilt ved at man innferer en fiktiv speilladning
—q 1 samme avstand, men pa motsatt side av planet. Et ledende plan er en

ekvipotensialflate, og lasningen er né gitt ved:

V(ix,y,z)=V, + ! - 26] =——= 2q - ; forz>0.
4re, \/x +y +(z—a) \/x +y +(z+a)

Her er V, potensialet til det ledende planetiz=0. For r=+/x” + y*> +z° >>a og med

dipolmomentet p =2gaz, kan dette skrives som V(x,y,z)=V,+V,

ip hvor Vg, er

dipolpotensialet i ¢). Elektrisk felt gis direkte a resultatene i c).
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Oppgave 3
a) Maxwells ligninger pé integralform folger fra divergens- og curl-teoremene. Vi

b)

bruker de generelle ligningene (se oppgitte formeler), de tilsvarende lign. for stoff

folger pa tilsvarende mate.

V-B=0 = 4 B - da =0 (ingen magnetiske monopoler)
V-E=p/e,= &, 4E -da=Q (Gauss lov; Q = J.pdr er ladningen som omsluttes av

Gaussflaten)

VxE = —%—1: = 4E -dl = —C%) (Faradays induksjonslov; ® = I B-da er magnetisk

fluks gjennom flaten som omsluttes av den lukkede integrasjonsveien)

VxB=p,dJ+ ,uogoaé—l;: 2’ul<j‘B -dl=1,,,+1,, (Ampereslov;/ = IJ -da er
0

ledningsstremmen og [, =i(5 E-da) er forskyvningsstrommen gjennom den
displ d 1 0

flaten som omsluttes av integrasjonsveien)

Tangentialkomponentene (dvs. komponentene i grenseflaten) av E og H, og
normalkomponentene av B og D er kontinuerlige over en grenseflate mellom to
materialer uten frie ladninger.

Feltene gis VedEz—VV—éa—? og B=VxA. Fra V-(VxA)=0 og VxVV =0 blir

folgende to Maxwells ligninger automatisk oppfylt: V-B=V. (V X A) =0 og

VxE=-VxVV -2 (vxA)=-B QED!
ot ot

For elektrisk felt E = —VV—?—? beholder vi bare ledd som ikke gér raskere mot null

enn 1/r for r—oo. Forste ledd i uttrykket for ¥ gar som 1/#* og kan ikke gi bidrag av
onsket form. Men fra det andre leddet i V fir vi bidrag av ensket form nér vi tar

gradienten med hensyn pa r avhengigheten i p( —7/c). Siden Vr =t =r/r far vi

Eo_yy _ OA _BU=r/o)8Vr uplt—ric) plt—ric)-F. pp-ric)
ot 4re,cr c drr 47zgoc2r A r

=[Gt —r/c) B — Pl — /)] =~ LRI
A r A r

hvor p, =p—(p-r)r er komponenten av p loddrett pa r og vi har brukt at 1= .
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c)

d)

Det oppgitte uttrykket folger direkte fra resultatet i b) og vektor trippelproduktet (se
oppgitte formeler): rx (f' X ii) = —[p‘ —(p- f')f'] =—p,.

For magnetfeltet far vi bare et bidrag av ensket form nér vi tar curl med hensyn pa r

avhengigheten til p(z—r/c), og finner at:

Ho

B=Apr(t—r/c)=— a] Vixp(t—ric)=— Ho Exp(t—r/c)=-—
Az r dmre 4mre

. a-
Her har vi brukt at (Vxp), = @ P __1 @pz —@p‘ = —l(Vr xp),, osv.,
oy oz c\ oy oz " c

. . 1 ..
som gir: Vxp=——Vrxp.
c

Fra resultatene i b) og c) ser vi at E, B, og r utgjer et ortogonalt hayrehandssystem pa

vanlig méte. Derfor er Poyntings vektor radielt rettet og gitt ved:

o (t=rle) .

22,
S= L pxp= tPl=r/c), 0’0 F

Hy (4727/)2 c (4727/)2 c

hvor vi har brukt at p, = psin@ og € er vinkelen mellom p ogr.

Nar vi integrerer S over en kule med radius 7 far vi for total utstralt effekt:

P:{S-da:M]‘sianﬁ 2j|£d¢=
0

(47[ )2 c

siden da=r’sin@dOdg . O integralet beregnes enklest ved & innfore

(= r10)
67c ’

T 1
x = cos@ som ny integrasjonsvariabel: Isin3 0dé = I(l —~ xz)dx = %
0 -1

rxp,(t—r/c).
d7re



