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Losningsforslag

Oppgave 1

a) Av symmetrigrunner ser vi at feltet mé vaere radielt rettet ut fra linjeladningen, og ved hjelp av

Gauss' lov far vi: ch -da = ¢E(r)2mrl = g = Al, nér vi legger en sylindrisk Gauss-flate med

. .. , d .
radius r og lengde / rundt linjeladningen. Dermed fas E(r) = o Viry= ,og direkte
r

2rer

e I

. . . A . .
integrasjon gir: V(r) = — 5 1n{£], hvor ry er en valgbar integrasjonskonstant. QED!
0

Ekvipotensialflatene er konsentriske sylindere. Det samme gjelder for de to lederflatene i

koaksialkabelen, og pga. entydighetsteoremet fér vi at potensialdifferansen mellom de to lederne

. )\/ bl
er gitt ved: AV =V (r)-V(r,) = 5 h{i}

e \ 7

Kapasitans pr. lengdeenhet: C'= ﬁ = 27r(9/1n[r~2} =53.48 pF/m

h
Induktans pr. lengdeenhet: L'= pue/C' = A ln(ij =41.59 uH/m

2 r

b) Ekvivalentskjema:

I,y —=—— D8 000T > [(x+dx,1)

Vix,t) C'dy —— Vix+dx,t)

A
&
\
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oy dx = L'a’xﬂ,
Ax ot

mens stromtapet gis av kapastiansen C'dx: [(x,t)—I(x+dx,t) = —&T]-a’x = dxwi,)—V.
Ox t

Spenningsfallet gis av induktansen L'dx: V (x,t) =V (x +dx,t) = -

Vo Zl oy 2L o D

Dermed folger de oppgitte ligningene:
ser de oppaitie ignngene: S F LY ox o4

Vi deriverer hver av ligningene en gang til mhp. x og setter inn fra den andre lign. Det gir:

ox*

&2] V 42[ ~2 V 2
' - g =" c [,,'C‘ﬁ ! ogviser at Vogl oppfyller

0*»2
_L — = ' ,' —, — — = T
Jtox aot’ ox* Otox ot-

2 2 1%
samme bglgeligning av vanlig form: d Ej 17 i) :P =0, = {
c” t”

. QED
O x ]Q

Fasehastigheten er: ¢ = l/«JL' C'= 1/1/5,u =2.12-10° nv/s.

¢) Ved innsetting ses direkte at de komplekse amplitudene oppfyller de ordinzr

differensialligningene:

d—V— wl'] =0, ﬂ—iwC‘V:O
dx dx
0g
2 i V
d Lf+(a)/C’)"P=O;‘~P:{]
x

Bolgetall: k =w/c=wvL'C' = 0\ ue .
Bolgeimpedansen er definert som impedansen for en planbglge i +x retning:
V =V, exp(ikx), I = I, exp(ikx). Innsattide to forste ligningene over fas: k¥, = wL'l, og

kl, = oC'V,, som gir balgeimpedansen

V, ol k [L
Z,NA =— = — = e = —_—,
o,k wC VO

hvor det siste uttrykket felger nar vi setter inn for 4.

7. +=z

‘lasr 0

d) Refleksjonskoeffisienten ved avslutningen er p = , hvor Z,5, er mottakerens
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inngangsimpedans og z, er linjens belgeimpedans. For & unnga at signalet reflekteres tilbake, ma
vi velge inngangsimpedansen Z, , =z, = /L'/C' = 88.183 Q.

Vikan neglisjere bolgeeffekter og anta at V(x)=V(0) og I(x)=I(0) langs hele linjen lengde /
dersom kl=wl/c << 1, dvs. for frekvenser @ << 1/, hvor r=l/c=1 JL'C' =LC er transittiden

for en puls.

Oppgave 2

a) E og V oppfyller, henholdsvis, Gauss' lov (differensialform): V-E = p/¢, , og Poissons

ligning: V¥V =—pJs, .

Feltet md vere radielt rettet og kulesymmetrisk, dvs. E = E()f . Gauss lov pa

integralform gir

4ﬂr2E(r)=gx{(lr/R) ¢

&

R
,dvs E(r) = X
32 4re, —r >R

Pga. kulesymmetrien har vi at d7 = 4m->dr og far:

: 0’ ¥ 1 1] 30
w=% [Ear =2 y”” j [ R } 30"
2 87me,y | o 87:50 SR R 20mg,R

hele R
rommet

b) For r > R et feltet og potensialet det samme som for en punktladning Q, dvs.

2

Vir)= Q ;P2 R
dre,r

For r <R har vi at

— | ' L — Q | ! '= - Qrz
V(r)=V(0)- OjE(r Jr' =V (0) - —= [rar=v(0) ——

0 0 0

hvor konstanten V(0) ma velges slik at potensialet er kontinuerlig ved » =R:
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V(R) =V (0)-—2 0 dvs.V(O):83Q

= , . Potensialet er derfor gitt ved
8re,R 4me, R

€y

3 r
0 (7_ “ﬁ);r = R
V)= 2R 2R ,
7o ! ; "2 R

P

Ladningstettheten er konstant og lik p = O /(g 7R’ for r < R, og ellers null. Innsatt i

oppgitt energiformel fas

R
We=,lfdeT:tl*4Q g ]
2 ziﬁRs are, ;

3

N rn« drridr = 30 R R = 30 ,
2 10| 20me,R

Dette er nayaktig samme svar som vi fant foran. Men denne energiformelen gjelder bare

nar vi velger nullpunktet for potensialet slik at ¥ (r) — 0 nar r — .

c) Direkte innsetting gir multipolutviklingen:

)

1 1 i ' 1 1 ] "\ m 1 1
(e R Ve el L R AC

m=0

Monopol- og dipolleddene er, respektive:

Q 1
Voono = ; O= |p(rydr,og V, = - r')r'cos@'dr’.
mono 47'[6'07" Q J’p( ) g 1ip 471'50}”“ J'p( )

1
drg,r’

(Jp(r')r'dr')-f* = 1 ! p~7r , hvor

Siden r'cos@'=r"r harvi: V, (r)=
ip 2
e, 1

p= jp(r)rd 7 er dipolmomentet. QED!

c) Entydighetsteoremet ("uniqueness theorem") sier at bare én losning tilfredsstiller Poissons
ligning mcd gitte randverdier. Speilingsmetoden bygger pé at man far de gitte
randverdiene tilfredsstilt ved & innfere fiktive ladninger utenfor lesningsomrédet, slik at

summecn av potcnsialenc fra de virkclige og de fiktive ladningene oppfyller de gitte
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randbetingelsene. Innenfor lesningsomrédet er dette den losningen av Poissons ligning
som tilfredsstiller randverdiene. I dette tilfelle, med en punktladning g og ct uendelig,
ledende plan, blir randverdiene tilfredsstilt ved at man innferer en fiktiv speilladning —g i

samme avstand, men pd motsatt side av planet. Et ledende plan er en ekvipotensialflate,

og lesningen er na gitt ved:

1
V(x,y,2)=V,+ — S — _ | forz>0.
4re, \/x“ +y' +(z-a) \/x' +y +(z+a)

Her er V potensialet til det ledende planet iz =0. For r=+/x"+ y* + 2z’ >>a 0g med

dipolmomentet p = 2ga 2, kan dette skrives som V(x,y,z)=V, +V,

dip hvor Vy, er

dipolpotensialet i ¢). Med dipolmomentet langs z aksen og kulekoordinater har vi

9
=V, (r,0) = ;Lq_ac?o_s@ og finner feltkomponentene ved bruk av oppgitte
e

I/di/)
4re,

formeler for gradienten i kulekoordinater:

i _ OV gacosd _ 10V, qasind 1 Ory,
' or mg, ©r 80 2me * rsind o¢ '

Oppgave 3
a) Maxwells ligninger pé integralform folger fra divergens- og curl-teoremene. Vi bruker de

generelle ligningene (se oppgitte formeler), de tilsvarende lign. for stoff folger pa

tilsvarende mate.

V-B=0 = cj‘B -da =0 (ingen magnetiske monopoler)

V-E=p/e,= &, ({E‘da = (Gauss lov; 0 = J-pdr er ladningen som omsluttes av

Gaussflaten)
VxE = _Oa_B = <ch “dl= —igg (Faradays induksjonslov; @ = IB -da er magnetisk fluks
t t

gjennom flaten som omsluttes av den lukkede integrasjonsveien)
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b)

JE 1
VxB=puJd+ ,uogO—g :>qu dl=1,,,,+1,, (Ampereslov;/ = J-J -da er
Ky

. d . .
ledningsstremmen og [ displ = Z(go J.E -da) er forskyvningsstremmen gjennom den flaten
t

som omsluttes av integrasjonsveien)

Tangentialkomponentene (dvs. komponentene i grenseflaten) av E og H, og
normalkomponentene av B og D er kontinuerlige over en grenseflate mellom to materialer

uten frie ladninger.

A

JE
ot

Fra VxB = u,J + y,¢, og V-(VxA)=0 folger at

V- (VxB) :/JO(V-J+50~§~V~E) =0. Innsatt fra V-E = p/¢, folger
ot

ladningsbevarelsen: %+ V-J=0. QED!

Feltene gisvedEz—VV-—Oa—? 0og B=VxA. FraV-(VxA)=0 og VxVV =0 blir

folgende to av Maxwells ligninger automatisk oppfylt: V-B=V-(VxA)=0 og
VxE = —VxVV~—Q(V><A) __B QED!
ot ot

En magnetisk dipol er en lukket stremsloyfe og har ingen ladning som kan gi opphav til et
oscillerende skalarpotensial (jfr. ladningsbevarelsen med V- J = 0). Derfor kan vi na se

bort fra skalarpotensialet.

Videre har vi A = —w(ﬂj sinfw(t —r/c)o
4rme r

nér vi neglisjerer bidrag som gar raskere mot null enn 1/r for r—>o0. (Det er dessverre en
fortegnsfeil 1 oppgitt uttrykk for A, minustegnet foran skal bort! Heldigvis kan den ikke

medfore annet enn feil fortegn i svarene for E og B)

S , AA »? (sind R
For elektrisk telt tar vi: E = — = MMM ® | SIn cos[a)(t - r/c)](b
ot 47c ¥
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Magnetfeltet B =V x A beregnes ved bruk av oppgitt formel for curl i kulekoordinater.

Nér vi neglisjerer ledd som gar mot null hurtigere enn 1/r, far vi

1 o /. \ 10/  w
B=VxA= —(sin@ 4, F———Ir4
A= g g oA ~ o AP
= —8A¢ 0= _yonzoic)‘ (Sine)cos[a)(t——r/c)}é
or 4nc” r

Poyntings vektor er

2 4 .2
1, 0 2 ~ . .
S = L ExB = %cos” [a)(l —r/ c)]r , med middelverdien
Hy Ty
2 4 .2
S ,uomoco2 s}m) 7N
32rcr”

Nar vi integrerer <S> over en kule med radius r far vi for total utstralt effekt:

2 47 2n
MHomy @ .3
<P>=qdS-da="-"— isin" 8d0 |do =
Cj‘ 327’ j J ¢

0

2 4
Moty @0
127¢’

siden da=r’sin@ déd¢ ¥ . O integralet beregnes enklest ved & innfere x = cosd som ny

b4 1
integrasjonsvariabel: !sin3 0do = J(l - x’ )dx = g

0 -1
Sammenlignet med den elektriske dipolen har vi:

<Pmagn> _ ( m, ] - [ﬂ bjz = (kb)* << 1

<Pel> ;;E c

Livor vi har satt inn p, = gonb, m, = wq,7b’ og belgetallet k= w/c.

En elektrisk dipol med samme storrelse og samme strom, har derfor mye mer effektiv

utstraling enn en magnetisk (dipoltilneermelsen er bare gyldig for kb << 1 i begge tilfeller).



