SIF 4060 Elektromagnetisk teori

Eksamen 27.11.2002 - Losningsforslag:

Oppgave 1
a) Ladningsbevarelsen 2—9 =-V-J folger fra Maxwells ligninger
r

VxB=uJ +[l1080%—1;: og V-E= o/e,, og av vekioridentiteten V-(VxB)=0. Da
. d deo
har vi: \7-(VxB):/JOV~J+y()£08—(V-E):yO V'J+a— =0. QED!
I t

.0 .
Med J = oFE innsatt i ladningsbevarelsen fas 90— _ov-E= ~£Q slik at

or &,

tidsavhengigheten til o oppfyller: (—31(;—0 = -7 Direkte integrasjon gir folgende
¢ &

g
——t

losning forr 2 0: o(r,z) = g, (r) exp[ J , hvor oy(r) er ladningsfordelingen ved

€o
t=0. Viseraten gitt ladningsfordeling svzert raskt gr mot null (tidskonstanten er

g,/0=0.88-10"s selv for en noks4 dérlig leder med o = 1 S/m).

Fri ladninger finnes ikke i det indre av ledende materialer fordi fri ladninger med
samme fortegn frasteter hverandre og vil ledes til overflaten av materialet. Samtidig
vil fri ladninger med motsatt fortegn tiltrekkes til hverandre og bli neytralisert.
V-$=—V-(ExB)=-[B-(VXE)-E-(VxB]

Ky Hy

Innsatt for VX Eog VxB fra Maxweclls ligninger fas:

V-S:—IW{B-(——QE)—E-[,uOJerogo%ﬂ=—€0E-8—E——1—B-§E—E-J

U or o u, ot
9|1 50E2+—1—BZ —E-J:—a—u~E-J,
ar| 2 Uy dt

som direkte gir den oppgitte ligningen. QED!

Ligningen uttrykker energibevarelse (elektromagnetisk og mekanisk). For et
infinitesimalt volumclement beskriver forste ledd (Ju /¢ ) tilfort elektromagnetisk

effekt (energiokning pr. tidsenhet), andre ledd (J-E) beskriver effekt overfort til
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c)

d)

mekanisk energi for ladningene i volumet (f.eks. ved ohmske tap), mens siste ledd

(V-8) beskriver den effekten (energistremmen) som stremmer ut av volumet.

Feltene gis vedE=-VV %A og B=VxA. Fra V- (VxA)=0 og VxVV =0 blir
¢

folgende to av Maxwells ligninger automatisk oppfylt: V-B=V- (VxA)=0 og

VxE:—VxVV-——a—(VxA) :—a—'i. QED!
ot ot

Fra de to siste av Maxwells ligninger far vi at ¥V og A ma oppfylle:

V-E=9/e,= —VZV—g(V-A):: ole, =
2, 0
VV+8—(V'A):~Q/80. (A)
4

og: V><B=/,10J+M)£O%:¢

V . 9°A
VX (VX A) = V(T A) = V2A = 4 d — | 724 22
o ot
N2
VZA—SOIUO%:—,UOJ—FV goyongrV-A . (B)
ot ot
En justeringstransformasjon ("gauge transform") er enhver endring av potensialene V
. 0A
og A som ikke endrer feltene: E=-VV 5 og B=VxA.
¢

Ndér vi setter inn fra Lorentzbetingelsen, V- A =—y.é, %K i lign. (A) og (B) over, far
r

vi direkte de oppgitte belgeligningene:

2 2

2 |4 A
V“V—eouo(ztz:—p/go and VZA—eo,uoaaTzﬁqu.QED!

Lesningene for V og A er ikke uavhengige av hverandre, fordi de to ligningene bare er
gyldige nar V og A oppfyller Lorentzbetingelsen. Da vil ogsd o og J i de to

belgeligningene automatisk oppfylle ladningsbevarelsen.
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Oppgave 2
a) Randverdi pé kula, » = R: V(R,6) = 0 (jordet kule).
Randverdi for r - «: V(r,0) >V, =-E,z = —E rcosf = —ErP,(cosd) .

Randverdien for » = R gir:

oo

m+1

V(R,0) = Z[AmR'" + RB"’ )Pm (cosf) =0, som skal veaere oppfylt for alle 6. Det kan

m=0

bare veere tilfelle dersom 4, R™ + Rli”il =0 slik at: B, =—-4 _R*"".

Randverdiene for r — o gir: 4;= —-Ey 0og A, = 0 for m#1.
Dermed fér vi bare bidrag for m = 1: 41= —Ey og B, = E,R’ . Innsatt fés:

R’ R’
V(r.0) =—E,| r—— |B(cos8) = —E| r —— |cosf . QED!
r r

b) Her er flatenormalen i radiell retning, sé den indusert flateladningstetthet er:
vV (r.6 R’
o(0) :—50L =g E (1+2—)cosl| =3g,E, cos0.
o | r o
c) Potensialeter: V = L 1 - 1 .
dre, | e 437+ (2—d /2 ¥4y +(z+d/2)°

hvor\/x2+y2+(zira’/2)2 :\/x2+y2+zzi'dz+d2/4:\/rzidz+d2/4.

For r =/x* + y* + z° >>d kan vi bruke tilneermelsen

\/x2+y2+(zid/2)2 :\/rztdz+d2/4 zr(li%]:ri%, som innsatt gir:

- 1 { q B q }: 1 qdz l'r
dne, | r—dz /(2r)  r+dz /(2r) 4re, r*—(dz)* /(2r)*
1 gdz 1 gdcos@ 1 p-r
dze, 1’ 2

3

Cdge, r Aze, r*
nar vi bruker at p-¥ =gdz -t =qd cos 6. QED!

d) Svaret i a) kan skrives som
3 3
) E.R 0
Vir6) = —Eo[r —R—ZJCOSO =—FE,;z+ ———Q———éc—gi— =V,+V,_,. hvor
r r
E,R’ .
Vou= —O—R—ZCLSH—. Dette er et rent dipolpotensial som skyldes den induserte
-

flateladningen pa kula.
Ved sammenligning av uttrykkene ser vi at det induserte dipolmomentet er:

P, =471e,E,R’Z . (Proporsjonalt med kulas volum og med Ep)
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Oppgave 3
2 2 2
a) Direkte innsetting gir: {— (ﬂ} —[%) + (—ai] - kZJB: =0, som for de gitte B, bare
a c

2 2 2
er oppfylt for: —(Mj —(M} +(ﬁ) ~k*=0. Dermed fis:
a

2 2 2 2
1
k= —\/wz _[mjzc] _(_”ﬂj ogmed w,, = (ﬂj +[£J fas den oppgitte
c a h a b

formelen. QED! For de gitte losningene kan ikke begge indeksene m og n samtidig

veaere null.

Konstantene wy,, er TE,;;- modenes "cut off" frekvenser. For w < w,,, blir k rent

imaginar og vi far ikke belgeforplantning av TE,,,- moden, men eksponensiell

dempning i z retning.

b) Fasehastighet: v =—

“- Zaxr — = < ZZc forwzaw,, .
k \/CU ~a)m" \/1_ (a)mn /w)

-1

-1
dk
Gruppehastighet: v, ZC;_Z):(“} = —-——Zw—z =cqll— (a)mn /w)2 <c .
CyJw

dw

c) (Se side 410 i lzereboka, Griffiths: "Introduction to electrodynamics")
Vi kan anta at moden er sammensatt av plane belger som alle forplantes under en gitt
vinkel & med z aksen. For hver planbelge har vi belgetallet «/c mens k = (aw/c)cosO
er z komponenten av den tilherende belgetallsvektoren. Fasehastigheten (i z retning)
blirda: v=w/k =c/cosf = c. Energiforplantningen skjer nd med hastighet ¢ under
en vinkel 6 med z aksen. z-komponenten av denne hastigheten er:
vy =c cosf) <c. Med det oppgitte uttrykk for cos@ er dette de samme resultatene som

ib). QED.

m

2 2
d) Cut-off frekvenseneer v, = %’i"— :% [—J +(Z} . Innsatt for tallverdiene fas:
b4 a

v = 0.652:10'Hz , v,; =1.304-10"°Hz ,v,, =1.957-10""Hz ,v,, =1.485-10"°Hz ,

vy, =2.97-10°Hz , v, =1.622-10""Hz .
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Med den gitte frekvensen kan bare tre moder forplantes: mn = 10, 20 og 01.

For at bare én mode skal kunne forplantes mé frekvensen vare mellom de to laveste

cut-off frekvensene, dvs.: 0.652-10"°Hz <v <1.304-10'°Hz .



