Eksamen SIF 4060: Elektromagnetisk teori, Torsdag 25. november 1999
Lagsningsforslag

Oppgave 1
a) Av symmetrigrunner ma feltet veere radielt rettet ut fra linjeladningen. Nar vi legger

en sylindrisk Gauss-flate med radiusg lengdé >>r rundt linjeladningen far vi ved
hjelp av Gauss' IovﬂD [AS=eE(r)2rl =g=Al . Dermed fas:
S
d A . , : _ A
E(r) =—-—V(r) =——, og direkte integrasjon gW¥:(r) = ———Inr + A.QED.
dr 27 2TE

Ekvipotensialflatene er konsentriske sylindere.
b) De to konsentriske lederne er ekvipotensialflater og entydighetsteoremet (vi har én

og bare én lgsning av Laplaces ligning for gitte randverdier) innebeerer at potensialet

mellom dem er gitt av Igsningen i a). Spenningsforskjellen mellom de to lederne er:

V=V,-V :Lln 2 Hog kapasitans pr. lengdeenhet lﬂi?‘.—"iZZHE InH2
Y om % r,

Induktans pr lengdeenhét:= pe/C’ :ﬂln%ﬁ
2m 0

c) Ekvivalentskjema: (Induktarisdx inngar i serie, kapasita@®dx inngar i parallell.)

L’dx
I(x,t) —>—T 7T — | (x+dx,t)

V(x,t) Cdx —— V(x+dxt)

A
\/

dx



Spenningsfallet gis av induktansen L’dx: V (x,t) =V (x + dx, t)——g—vd L'dx %
. . Jdl oV
stremtapet gis av kapastiansgdx: | (x,t) — 1 (x+dx,t) = —d—d =C’dx E
o aVv ol al _ o"V
Dermed fglger de oppgitte ligningene—=-L"— og — ——. QED
J PRafite igningens =151 99 5= ¢ 5 @

d) Deriverer hver av ligningene én gang til mkpg setter inn fra den andre lign. Det

2 2 2

gir: dz\é ==L o -LCdZ\Z/, —d | -C’ oV -L’C’d l
J X J tod x Jt a x? Jto x Jt

2 °v

dt?

Ved direkte innsetting ser vi at denne er oppfylt for de oppgitte lgsningene nar

k=wJL'C', dvs. fasehastigheten er = w/k =1//L'C' =1//eu.

Nar de oppgitte lasningene settes inn i de to ligningene i }Mas:aL’l, og

og Vi ser av og|

=oW¥YW=V,l. QeED

2
oppfyller samme b(x)lgeligningoq'd:—kiJ -L'c
X

K, =aCV,, som girz, =V,/l, =alL'/k =k/(a«C’) = ,/L//C’ :\/g% nar vi setter

inn resultatet fra b). Tallsvar; =1/\/gu, =1/\[2e,u, = c/+/2 =212100° m/s,

/,uo In(r 2/r 1y In(r,/r,) _120In(8)  _
Q=88.22Q.
£ \/7 221 2.2

Oppgave 2

a) FraldxH = J+0;,—D og OOxA) =0 folger atd {1 xH) = DEU+%DEID 0.

Innsatt fradJ [D = p falger Iadningsbevarelsegﬁ +00) =0. QED.



J=0E=(dl&)D gir O :%D (D :%p , som innsatt i ladningsbevarelsen gir:

O;,’to Z,o 0. Denne har lgsningep(r,t) = p,(r)exp(- ot/ &)t 2 0.

Vi ser at enhver ladningsfordeling,(r) # O vil forsvinne i lgpet av kort tid (>¥0).

Det skyldes at like ladninger frastater hverandre slik at frie ladninger i et ledende
materiale etter sveert kort tid bare vil finnes pa overflaten og ikke i det indre av

materialet.

b) Ved direkte innsetting av den oppgitte planbglgelgsningen ser man at bglgeligningen

er oppfylt for: (—EZ +iwuo + a)z/,le)ﬁo =0. QED. Dispersjonsrelasjonen er dermed:

K =k(w) =K +ik =’ ue +iauo = w\ue 1+i-Z. Kvadratet av denne gir:

£w
k? —k? +2ikk = w’ e +iwuo, dvs. to ligninger med to ukjent&? -k 2 = w’us og
2kk = wuo . Nar vi kvadrerer den andre av disse og innf@grekk®og y = k*fas

X—Yy=w’ue og xy = (wuo)® /4, som giry = Xx— w’ e 0g

x* — )’ uex — (wuo)? 14=0. Lgsningene erx = §+ 1+ B—D Eog
w

2 2
Y = X— W’ UE :¥§—1i 1+ EE%E E Vi hary = ¥ > 0 og ma velge den positive
0

O 0
roten. Da fask =+/x = w | 1+B—g +100gk =.Jy=w el 1+B—§ - 10,
2 H 2 koD H

c) Forw<< wo= o/char vi % >>1 og far: k =k =,/ ow/2. Dvs w=2k*/ (u0o)

som gir fasehastighet; :%~2—k— /Za) gruppehastighet;, :%~4—k:20f, og
HO \ HO Ho



inntrengningsdybde: o :%: /ﬁ . Forw>> wy (trykkfeil i oppgavetekst, men

2 2
korrigert pa eksamen) bruker vi tilnaermelsvm% Biﬁ :1+EBEE, som gir:
CEw [ 2Ew[

k=cw,/ue ogk = %\/g Her erc, =c, =1/,[ue (dvs. dispersjonen er neglisjerbar)

2 |e
ogo=1Vk=— |—.
9o=1 o\ 2

d) Frekvensen er = w/2rt=1MHz. Vi har: v :WZH:% =12.73 GHz (>).

Derfor kan vi bruke resultatene i c) far<<wy. Da har vi:

c = | 20 _ /4nv = 3.16210° m/s, cg= 2c; = 6.32410°m/s, og
H,o H,o

1
H,oTv

o= 1 =0.503m. Bglgelengden e = 27tk =2/ = 3.162 ml vakuum vil vi
K

ved samme frekvens ha bglgelengdenr:c/v = 300 m.

Oppgave 3
a) To punktladningetq plassert ved= +d/2 har dipolmomenp = qd. Potensialet blir
q 1 1 , . ]
V()= - Forr >>d kan vi bruke tilnaermelsen:
4, Hr +1d| |r-1id|

r+id)=\r2tr@+id*= r{L+1r (8/r2). Innsatt fas:

qa H 1 1 qd [ 1 p
V(r)= - = .QED.
) Arggr HL+2r @/r? 1-Lr [@/r? E: ArEy® 1-1(r [d)?/r*  4re,r® Q




b)
E=-0v(r)=-0-P2 = P 3 PT
ATEE N 47 AT r

_a(PEHr _ P _
ATE)®  ATE)® 4

1
——[3p @ )e ~ple =r/r.
0

c) Felteneer gittvedE = —DV—?—? og B =[xA. Vi ska bare hamed ledd som ikke

gar raskere mot null ennrlfbr storer. Farste ledd i uttrykket fo¢ gar som I/ og kan
ikke gi bidrag som gar somrlDet andre leddet\f og uttrykket forA gar som I/, men
derivasjon mhp. deeksplisitter avhengigheten gir bidrag som gar somt.1De eneste
feltbidragene sorkan ga som I/ er de som fglger ved derivasjon med hensyn pa de

implisitter ogt avhengighetene som inngar gjennom retardertptid=r/c. Dermed fas:

E-_gy_ZA__PT - _ HPL) It _ Pt T Hb(t)
ot 4mer’ ° A4mr Jt  Amger? o’ Amr

_ Hy 1y r - ,uobm(to) .
= b @)e, -pl)] = -2 2%

hvore, =r/r,p, =p— (L&, )e, er transversalkomponenten Av dvs. komponenten

loddrett p&, ogvi har brukt at 1/ c® = y,€,. ForB feltet fas:

BZDXm:Dt x’uop(to) - _HE x P(ty) _ _H& xpy(ty)
Amr ° 4nr Amrc Amrc

Det siste uttrykket fglger av at bare transversalkomponenten bidrar til vektorproduktet.
Fra resultatene over ser vieatE, ogB utgjer et ortogonalt hgyrehandssystem, slik at

S= ExB/up ma veere radielt rettet. QED,

d) [Ivakuum har vil[E=0 ogxE = —‘;—? . For plane bglger:

E=E,expli(k @ - wt)],B =B, exp|i(k [ - wt)], fas direkte:

O =ik [(E, OxE =ik xE, and(;—? =-iaB. Innsatt fas de oppgitte uttrykkene:

wB=kxE ogk[E=0 QED



