TFY 4240 Elektromagnetisk teori

Eksamen 03.12.2003 - Lesningsforslag:

Oppgave 1

a)

b)

Ladningsbevarelsen ——gti =-V.J, folger fra Maxwells ligninger

VxB=uJ, +u5%—E og V'E=pf/5, og av vektoridentiteten V-(VXB)E 0. Da
. / _ ,

, .
har vi: V~(V><B)=uV~Jf +,ug§(V~E)=u£‘7-Jf +~§t—"}-=—0‘ QED!

oo,
Med J;= oF innsatt i ladningsbevarelsen fés % =—0oV -E= —% p, slik at

Inp,
R -7 Direkte integrasjon gir felgende

£

tidsavhengigheten til proppfyller:

losning for 2 0: p ,(r,1) = p,(r) exp(— gt] , hvor py(r) er ladningsfordelingen ved
' £

t=0. Viser at en gitt ladningsfordeling sveert raskt gar mot null (tidskonstanten er

£/o=0.88-10""s selv for en noksa darlig leder medo = 1 S/m og & = &).

Fri ladninger finnes ikke i det indre av ledende materialer fordi fri ladninger med
samme fortegn frastoter hverandre og vil ledes til overflaten av materialet. Samtidig
vil {1 ladninger med motsatt fortegn tiltrekkes til hverandre og bli neytralisert.
v.s=-l-v.(ExB)=—I—[B-(WE)-E-(va)]

Hy Hy

Innsatt for VxEog VxB fra Maxwells ligninger fés:

V.S=__I_{B.[_%J_E.(IUOJ_;.AIO&O@_J:}:_——gOE._a..E;.._i_B.QI}__E.J

o ot ot u, ot
__9)1 (90E2+-1-—B2 —E‘J=»——6—§’-~E-J,
ot| 2 Hy dt

som direkte gir den oppgitte ligningen. QED!

Ligningen uttrykker energibevarelse (elektromagnetisk og mekanisk). For et
infinitesimalt volumelement beskriver forste ledd (du /ot ) tilfert elektromagnetisk

effekt (energiokning pr. tidsenhet), andre ledd (J-E) beskriver effekt overfort til
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d)

mekanisk energi for ladningene i volumet (f.eks. ved ohmske tap), mens siste ledd
(V-8S) beskriver den effekten (energistremmen) som stremmer ut av volumet.

Maxwells ligninger for umagnetisk (z = 4, ) ledende materiale (J;= oE):

(1))VXE = - 65—1: (i) V-E =0 (ingen frie ladninger, jfr. a))
(iii)Vsz,uOoE-i—/,zoe%% (ivyV-B=0

Tar curl av (1) og setter inn fra (ii) og (iii):
Vx(VxE)=V(V-E)-V’E=-V’E
0 OE O°E
=——(VxB)=-y,06 — - p,6—
af ( ) /u() 61 :u() at 2
som direkte gir den oppgitte ligning. QED

Innsetting av den oppgitte planbelgelosning gir: (— k* +ioou, + o’ eu, )E(z,t) =0

og dispersjonsrelasjonen er: k = \/ w’ e, +iwou, .

For @ >> o /¢ vil det forste leddet under rottegnet vaere mye sterre enn det andre, og

vi kan tilnerme

Hy

]?_\/ 2 . _ e 1.0 ) Nel
=A@ Ly W0, = 0.y 1 ti— = @.|euy | 1+5i— |=w./gu, +i1—
E® 0 2V e

For w << o /¢ blir det forste leddet helt neglisjerbart i forhold til det andre, og vi har

7€=\/a)28y0 +ioou, ~./ioou, =(1+z’)4/g%;yi siden /i = (l+i)/ﬁ. QED!

w-/eu, foro>>0ol¢ %\/Efora)>>a/5
g

Dvs: k=Rek = o, , k=Imk =
——foro<<ao/e [Oley TN
2 \ ——2—f0ra)<<cr/£

1/\/eu, form>>o/¢

Fasehastighet: v, =w/k = 2w
: —foro<<o/e

Ol

1/ \jeu, =v, foro>>o/e

do _( dk Y
Gruppehastighet: v, = P [—a}—a;j s |20 =2y, formo<<o/e
\J O, /
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3
—
-%\/i foro>>0/¢
Dempningslengde (“skin-depth”): 6 =1/x= o 50
\[—- foro<<o/¢
WO,
°n foro>>c/e
ONF;
Bolgelengde: A = %EE = 2/10
27 =278 forw<<ole
\ wou,

Dempning pr. belgelengde: exp(—xA4) = exp(-1/9) = e ™27 =1.867-107
(dvs. 54.58 dB demping).

Oppgave 2
a) Randverdi pé kula, » = R: V(R,6) = 0 (jordet kule).

b)

Randverdi for » - 0 : V(r,0) >V, = —E,z = —Ercosd = —ErP(cosb).

Randverdien for » = R gir:

V(R,0) = Z[AmR’" + RB";]

m=0

)Pm (cos@) =0, som skal vaere oppfylt for alle 6. Det kan

bare vare tilfelle dersom 4, R"™ + EB;%T =0 slikat: B, =—4, R*™"".

Randverdiene for r — oo gir: 41= —Ey og 4, = 0 for m#1.
Dermed far vi bare bidrag for m = 1: 41=-Ey og B, = E,R’. Innsatt fas:

3 3

V(r,0)= —Eo(r = 1_’%2_)})1(008 0)= —Eo(r - —1-{—2—
r r

]cos@.QED!

Her er flatenormalen i radiell retning, s& den indusert flateladningstetthet er:

3
o) =—¢, aVé: 9 _ e, (1+ 2—1’%—)0058

=3¢g,E,cosf .

r=R r=R

Entydighetsteoremet ("uniqueness theorem") sier at bare én lgsning tilfredsstiller
Poissons ligning med gitte randverdier. Speilingsmletoden bygger pé at man far de gitte
randverdiene tilfredsstilt ved & innfere fiktive ladninger utenfor lesningsomradet, slik
at summen av potensialene fra de virkelige og de fiktive ladningene oppfyller de gitte
randbetingelsene. Innenfor lesningsomradet er dette den losningen av Poissons ligning
som tilfredsstiller randverdiene. I dette tilfelle, med en punktladning ¢ og et uendelig,
ledende plan, blir randverdiene tilfredsstilt ved at man innferer en fiktiv speilladning
—q 1 samme avstand, men pa motsatt side av planet. Et ledende plan er en

ekvipotensialflate, og lgsningen er na gitt ved:
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V(x,0,2) =Vt —— 1 7 ez
47, \/x +y +(z-a) \/x +y +(z+a)

Her er Vy potensialet til det ledende planetiz = 0.

oV
az

d) Indusert ladningstether: o =-¢,— 4 a -

27 <x2+y2+a2>

Total indusert ladning:

B dxdy __ﬂz” Tt rdr
R | (oo L e

-oo——oo

hvor vi har innfert sylinderkoordinater x =rcosg¢og y =rsing . Integrerer ut

¢ avhengigheten og innforer 7* +a” =tog rdr=dt/2:

oo

3 a1
Qind =~ By J‘t37 qa 7

a2

!
l
=

a2

Oppgave 3
a) Av symmetrigrunner ser vi at feltet mé veere radielt rettet ut fra linjeladningen, og ved

hjelp av Gauss' lov far vi: Cf D-da =c¢E(r)2mrl = q = Al, nér vi legger en sylindrisk Gauss-

flate med radius 7 og lengde / rundt linjeladningen. Dermed fas E(r) = - g—V(r) = 2—%—— ,0g
r wer

=}

. : . A . :
direkte integrasjon gir: V' (r) = ——?:——-—In(f—} , hvor rg er en valgbar integrasjonskonstant. QED!
e \x

Ekvipotensialflatene er konsentriske sylindere. Det samme gjelder for de to lederflatene i

koaksialkabelen, og pga. entydighetsteoremet far vi at potensialdifferansen mellom de to

lederne er gitt ved: AV =V (r)-V(r)= —i—h{—’:z-j.
2me 1

Kapasitans pr. lengdeenhet: C' = X;L—I; = 27r5/ ln(fz—

h

j =53.48 pF/m

Induktans pr. lengdeenhet: L'= pe/C' = fl—ln(fz—j =41.59 uH/m
T \nh
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b) Ekvivalentskjema:

=~
=
N
l
v

IGe+d, 1)

V(x,t) Cldx —— V(x+a’x,t)

Spenningsfallet gis av induktansen L'dx: V(x,t) -V (x +dx,t) = —%——d = L'dx %

mens stromtapet gis av kapastiansen C'dx: I(x,t) - I(x +dx,t) = ——g-]—d C'a’xéK
X

ot

Dermed folger de oppgitte ligningene: ar + L'— ol =0 og ol + " O;It/ =0. QED

Jx ot é’x

Vi deriverer hver av ligningene en gang til mhp. x og setter inn fra den andre lign. Det gir:

o a oW P?I PV 521
=L = L =~C'———=1'C'—, og viserat V'og I oppfyll
ox’  o1ox o ox’ d1ox g2 * O Viserat mog £ opplylier

oW 10

samme bglgeligning av vanlig form: —
gelehing 8 Axt ¢t ot

vV
=0;¥ = {[. hvor ¢=1/~/L'C"' .QED

¢) Ved innsetting ses direkte at de komplekse amplitudene oppfyller de ordineer

differensialligningene:

il{—-—zcoL‘] 0, —[—za)CV 0
dx dx

0g

d*v
dx?

v
{ og k=w/L'C"

Fasehastigheten er: ¢ = /k=1/~/L'C' =1/ ye =2.12-10° m/s.
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Bolgeimpedansen er impedansen for en planbelge i +x retning:
VT =V, explikx); I" = I, exp(ikx) . Innsatt i de to forste ligningene over fas: kV, = wL'l, og

ki, = wC'V,, som gir belgeimpedansen

v, zg_k_.ﬁ
I 1, ko ooC Ve

hvor det siste uttrykket folger nér vi setter inn for & Tallverdi: Zy = —é—l =88.183 Q2.

For en belge i —x retning: V'™ =V, exp(~ikx); I~ = I, exp(—ikx) fas tilsvarende - kV, = wL' I, 0g

-kl, = oC'V, som gir impedansen ?_— =—z, = —\/g .

d) Totalimpedansen er

-
+ = + 1+—+ + -

Z :K= 4 +V_ = v V_ . Innsatt for bolgeimpedansen z, = v :—K_— og
I I+ I’ 1+,L I’ 1

+

refleksjonskoeffisienten p = ‘II;T = —-% fas direkte den oppgitte formelen. QED

. C . . A
Lost med hensyn pa refleksjonskoeftisienten fas p = &l

Z+z,
Ved avslutningen mé totalimpedansen vere lik lastimpedansen. Refleksjonskoeffisienten

Ziw —2, _100-88.183

ved avslutninger er derfor: p = = =
Zyy+zy 100+88.183

0.063.






