Lasningsforslag til eksamen i klassisk mekanikk &ren 2010

Oppgave 1

Figure 1:

a) Lagrangefunksjonen er gitt ved:
L=T-V

derT (V) er den kinetiske (potensielle) energien til systemetnéirfarst

den kinetiske energien:

1
T = —mw?
2mv

Hastighetsvektoren kan dekomponeres i en komponent tangentielt pa sirke-
len og en normalt pa sirkelplanet, som antydet i figur 1:

V = vrer + UNeN

Her er '
VT = RO

0g
vy = pw = (Rsinf)w

Den kinetiske energien blir dermed:
1 1 1

T = Emv2 = im(v% +v3) = 2mR2(92 + w?sin? 0)

Den potensielle energien er:

V =mgh = mgR(1 — cos0)
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b)

nar vi velger nullpunkt slikt at/ = 0 pa ‘bunnen’ av sirkelen. Lagrange-
funksjonen blir dermed

1 :
L= imR2 (92 + w?sin? 9) —mgR (1 — cos0)

som var det vi skulle vise.

Finner bevegelsesligningen for koordinateina Lagranges ligning:

doL_or
dt oo 00
Venstre side:
doL d .

o2 20) = mR20
dtof  dt (mR ) mh
Hayre side:
oL ) .
— =mRw sinf cosfd — mgRsinf

00

[}

sa.
mR%*0 = mR*w?sinf cos — mgRsin 6

og ved a dele paR? far vi:

= (w?cos — g/R) sinf
som var det vi skulle vise.
Betingelser = 0 gir oss ligningen:

(w?cos — g/R) sinf =0
Denne er oppfylt dersorin 6§ = 0 og/eller

g
cosl = 27—
Rw?

Siden| cos 0] < 1 kan det siste bare vaere oppfylt nar

w? >

==

Konklusjon:
Nar vinkelhastigheten er ‘liten’, w* < £, fins det to likevektspunkter:

9071 =0 0g 9072 =T



som svarer til at kula er pa ‘toppen’ eller ‘bunnen’ av sigke Dersom
vinkelhastigheten er hgy nok? > %, fins det ytterligere to likevektspunk-
ter:

_ _ _ g - g
0o =0, Opo =, 6y 3 = — arccos <W> og fp4 = arccos <W>

og altsa til sammen fire likevektspunkter.

Oppgave 2

a) Lagrangefunksjonen til systemet er gitt ved
L=T-V
Den potensielle energien kan deles opp slik
V = ‘/gravitasjon + ‘/fjacr
der (se figur 2)
Viravitasion = mgl(1 — cos0y1) + mgl(1 — cos by)
=mgl (2 — cos by — cos by)

0g
k
2
Ser farst pd/ avitasion- Vi @ntar sma utslag sés 6 ~ 1 — 16% og

‘/fjaer = (d - d0)2
1
Vgravitasjon ~ imgl (‘9% + ‘93)

Men

% = sin 91 o 91 (1)

og tilsvarende fory,, sa

1
‘/gravitasjon ~ §mgl (77% + 773)

Ser sa pd/j;.,;. Ved a studere figur 2 kan en finne at

2
d* = (do +m2 —m)* + <\/lz—ﬁ%—\/lz—7lg>
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'l (cosp, - COSB,)

i d0+ nz - r]]_ ﬁ

Figure 2:

Ved a ta kvadratrota pa begge sider og trekke ut en faktodkeéte skrives

2
5 .2 ;2.2
d(do+772—771)J1+ <\/l il \/l 772)

do +m2 —m

Na har vi antatt at utslagemg ogn, er sma, sa vi kan rekkeutvikle:

2
l2_7]2_ l2_n2 1
(YR 55 (15 — 1)
2421

do+m2 —m

Vi far dermed falgende approksimasjon fbe- dy:

1
d—dy~mny — —(n2 —n?)?
0~ T2 — 1+ SYNE (m2 —m1)

eller nar vi neglisjerer ledd av fijerde orden og hayere:

d—dy~mn—m (2)

Sa bidraget/;.., til den potensielle energien kan approksimeres ved

i 2
Vijar = 5 (12 = m)’ = 5 (0 + 05 = 2mmn)

og den totale potensielle energien til systemet ved:

1 k
V = §mgl (nf + 77%) + 5 (nf + 773 - 2771772)
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b)

nar en antar sma utslag. Finner sa den kinetiske energien

1 1
T = imvf + imvg
der
i = + 9

(og tilsvarende for?) nar vi antar at pendlene svingerj-planet. Innfarer
polarkoordinater og finner:
2 _ 122
vy = 1°0]

Antar sa sma utslag, bruker ligning (1), og finner:

2 . -2
v =1

og tilsvarende for3. Den kinetiske energien er altsa
T — l .92 .9
= 2m(n1 +13)

under antagelsen om sma utslag, og lagrangefunksjorgystiémet blir:

1, a1 k
L= om(i +3) = 5mgl (nf +13) = 5 (0 + m2 — 2mm)

som var det vi skulle vise.

Bevegelsesligningene finner vi ved a sette inn lagramdefjonen i La-
granges ligninger:
d oL 0L 19
—_— = Y —
Koordinaty;:
Venstre side:
doL _d
dton,  ag =T
Hayre side:
oL mg
e k(ny —
o ;= kO —12)
Tilsvarende beregning foy, gir falgende (koblede!) bevegelsesligninger:
.oom
mify + =+ k(= 2) =0 @)
.oom
mify + gy + k(1 — 1) = 0 (4)
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c) Ved a sette inn .
;i :CCLie_lwt 1= 1,2

i bevegelsesligningene og dele @a—“* far vi:

—mw2a1 + @al + k:(al - CLQ) =0

[

—mw2a2 + @CLQ + /{Z(CLQ - al) =0

[

Vi kan skrive dette pa matriseform:
Va=w?Ta

der

. aq . 10 . %—Fk‘ —k
=) (o) e v= (U

Legg merke til at dette er et standard egenverdiproblenmgider diagonal.
Ligningssettet har ikke-triviell lasning n@et(V — w?T) = 0:

4k — mw? —k
—k 4k — mw?

det(V — w?T) = =0

Dette gir oss falgende andregradsligningd4dr

m2wt — 2mw? <k‘+?)+(l€+¥>2—k2:0

som kan faktoriseres:

=) = (542 -

og da ser vi at egenfrekvensene er:

/ k
wl:\/g og Wy = gJr2—
l [ m

d) Egenvektoren som hgrer til frekvens (modey)




finner vi ved & sette inn egenfrekvensen ligningsettet (3-4):

mg
—mwjz-alj + —alj + k(alj — agj) =0

l

mg
—mwjz-agj + —agj + /{Z(agj — alj) =0

[
Eller, litt omskrevet, i:

m
(Tg + k — mwf) a1 — kagj =0 (5)

—kalj + (% + k— mwf) Q15 = 0 (6)

Mode 1,w;:
Ved substitusjon aw; = \/? i ligning (5) finner vi:

ail = a1

altsa svinger pendlene i fase, forflytter seg like langt sgmme retning.
Mode 2,w-:

Ved substitusjon aw, = /7 + 2% i ligning (5) finner vi:
Q12 = —Aa22

sa pendlene gar mot hverandre (eksakt ut av fase), medtike forflyt-
ninger. Figur 3 illustrerer de to normalmodene.

Oppgave 3

| dette Igsningsforslaget bruker jeggll metrikk. Pa eksamen var det valgfritt.
Med reell metrikk er Mandelstamvariablene gitt ved:

s=(pa+pp)’/c
t=(pa—pc)’/c
u=(pa— pD)2/02

derp,4 er firerimpulsen til partikkeH, og sa videre:
pa = (Ea/c,pa)

og tilsvarende fopg, p. 0gpp.



Mode 2

Figure 3:

a) Mandelstamparametrene er skalare stgrrelser sidenskalarprodukt av
firervektorer, og dermed relativistisk invariante stegeel La oss vise det
eksplisitt fors. DefinerP:

P=ps+ps

slik at
s?=P.P

Lorentz-transformasjonen av fra et systent' til et annetS’ er gitt ved
P;: = LZPI,
(oppgitt pa eksamen). Skalarproduktet transformerkt: sli
P'-P'=P,P" = LoP,L;Ps = LyL Py Py = 6P, Py = P°P, = P - P
der vi har brukt (oppgitt pa eksamen)
Ly = 05

Altsa er P - P, og dermeds en Lorentz-invariant stgrrelse som var det vi
skulle vise.

b) Fra definisjon av Mandelstamvariablene far vi

(s +t+u) = (pa+ps)*+ (pa—pc)* + (pa—pp)’



og videre
P (s+t+u)=pi+ph+0e+0)
+2pa (pa +pB —DPc — Pp)

Det siste leddet pa hagyre side er lik null. Det fglger frafimpulsbevarelse:

pa+pB=Dpc+pp
Bruker vi sa
P = mic?
og tilsvarende fop?, p% og p?, far vi
A(s+t+u) =mic + mye® +mic + mh
og ved a dele p&:
s+t +u=m%+my+mg+mj
som vi skulle vise.

Vi kan ta utgangspunkt i

s = (pa +pB)2

Ekspanderer:
s¢® = ph +pp +pa-pp

De to farste leddene pa hayre side entikc? ogm3c®. Partikkel Beriro i
lab-systemet, sz = (E3"/c, pp) = (mpc,0), 09 medpy = (E°/c, pa)

far vi for det siste leddet

PaA-PB = mBE,lffb

o

Sa

sc? = mic® + mhe? + 2mpEEP

Last for B'2b:

2 2 2
Flab _ (5 — My — mB)C
A 2mB
som var det vi skulle vise.



