
Kloss p�a skr�aplan { numerisk l�sning av Newtons
2. lov

Figur 1: Kloss p�a skr�aplan. Planet danner vinkelen � med x-aksen. Tyn-
gdekraften virker i negativ z-retning.

I denne �vingen skal vi bruke et meget enkelt eksempel til �a illustrere hva det
inneb�rer �a l�se et fysisk problem numerisk.

En kloss med masse m be�nner seg p�a et skr�aplan som danner vinkelen � med
x-aksen. La oss se helt bort fra friksjon og dermed gj�re problemet s�a enkelt
som over hodet mulig. Tyngdekraften mg virker i negativ z-retning, som vist i
�gur 1. Denne kan dekomponeres i en kraft mg cos� normalt p�a skr�aplanet og
en kraft mg sin� langs skr�aplanet. Ettersom klossen ikke har noen akselerasjon
normalt p�a skr�aplanet, kan vi uten videre konkludere med at normalkraften fra
skr�aplanet p�a klossen er N = mg cos�. Vi innser dessuten at det ikke virker
andre krefter langs skr�aplanet, slik at Newtons 2. lov gir at klossen f�ar den kon-
stante akselerasjonen a = g sin� nedover skr�aplanet.

Dette er et eksempel p�a et eksakt (evt analytisk) l�sbart problem. Hvis vi
n�a kjenner for eksempel klossens posisjon s0 og hastighet v0 ved tidspunktet
t = 0, kan vi bestemme dens posisjon og hastighet ved et senere tidspunkt med
formlene

s(t) = s0 + v0t+
1

2
gt2 sin� ; v(t) = v0 + gt sin�:

Rent matematisk har vi her l�st di�erensialligningen (Newtons 2. lov) F = ma
med F = mg sin� og a = d2s=dt2, samt benyttet oss av at v = ds=dt.

Oppgaven handler om�a l�se ligningen

d2s

dt2
= a
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(med a = g sin�, en konstant) numerisk ved bruk av Eulers metode. Det l�nner
seg da �a splitte ligningen { som er en andre ordens di�erensialligning { i to
f�rste ordens di�erensialligninger slik:

ds

dt
= v;

dv

dt
= a

Eulers metode g�ar ut p�a �a approksimere (tiln�rme) de deriverte slik: ds=dt �
(sn+1 � sn)=�t. Her er �t tidsdi�eransen mellom steg n + 1 og n, dvs �t =
tn+1 � tn, med tn = n�t. H�yresiden av de to ligningene over, hhv v og a,
evalueres i tidssteg nr n.
a) Vis at de to di�erensialligningene kan skrives som

sn+1 = sn + vn�t;

vn+1 = vn + a�t

Disse ligningene kan n�a l�ses numerisk, som vist i f�lgende eksempler:

Python:

import numpy as np

alpha = np . rad ians ( 6 0 . 0 ) # He ln ing s v inke l en i rad ianer
g = 9.81 # Tyngdens a k s e l e r a s j on
nsteps = 100 # Anta l l t i d s s t e g
dt = 0 .1 # Tids s t e g l engde
v0 = 1 .0 # Sta r t e r med ha s t i g h e t en 1.0 m/s
s0 = 0 .0 # Sta r t e r ved po s i s j on s = 0.0

s = np . z e ro s ( nsteps )
v = np . z e r o s ( nsteps )

# Se t t inn s t a r t b e t i n g e l s e r
s [ 0 ] = s0
v [ 0 ] = v0

# Akse l e ras jon l ang s p l ane t
a = g�np . s i n ( alpha )
for n in range (0 , nsteps �1):

s [ n+1] = s [ n ] + v [ n ] � dt
v [ n+1] = v [ n ] + a � dt
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Matlab:

alpha = deg2rad ( 6 0 . 0 ) ; # He ln ingsv inke l en i rad iane r
g = 9 . 8 1 ; # Tyngdens ak s e l e r a s j o n
nsteps = 100 ; # Anta l l t i d s s t e g
dt = 0 . 1 ; # Tids s t eg l engde
v0 = 1 . 0 ; # Sta r t e r med has t i ghe t en 1 .0 m/ s
s0 = 0 . 0 ; # Sta r t e r ved po s i s j on s = 0 .0

s = zeros ( ns teps ) ;
v = zeros ( ns teps ) ;

# Sett inn s t a r t b e t i n g e l s e r
s (1 ) = s0 ;
v (1 ) = v0 ;

# Akse l e ra s j on langs p lanet
a = g� sin ( alpha ) ;
for n 1 : nsteps�1

s (n+1) = s (n) + v(n) � dt ;
v (n+1) = v(n) + a � dt ;

end

b) Lag, med utgangspunkt i et av disse eksemplene, et fullstendig program i
Python eller i Matlab, som l�ser bevegelsesligningene for en kloss p�a et skr�aplan.
Plott den numeriske l�sningen og den analytiske l�sningen i samme �gur for
�a sammenligne dem. Varier tidssteget �t, men endre antall tidssteg slik at
hver kj�ring av programmet beregner posisjonen fram til samme maksimale tid-
spunkt. Hvordan varierer den numeriske feilen (dvs avviket fra den eksakte
l�sningen) med tidssteget?
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