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LOSNING OVING 1

Lgsning oppgave 1

a.

:,?x

Vi merker oss at sannsynlighetstettheten, |¥(x,t)> = A%e~2#l er symmetrisk med hensyn
pa origo. For normeringsintegralet finner vi da

0 00 2
1= AQ/ e 2\l gy — 2A2/ ey = %
—00 0 2)\

Vima altsa ha A =+v/A. [Merk: Dersom du gnsker & regne ut den delen av integralet som
gar fra = —oo til = 0 sa ma du passe pa a sette |r| = —x i denne delen.]

b. Pga den nevnte symmetrien er forventningsverdien for posisjonen z gitt ved (x) = 0.
Forventningsverdien av x? finner vi slik:

2 1
(20)3  2)2°

<:):2> = /OO 22| (z, 1) P de = 2A* /oo e P dy = 2\
— 00 0

c. Standardavviket (her kalt usikkerheten) blir da

1
= 7)\\/5.

Sannsynligheten for a finne partikkelen utenfor intervallet ({(z) — Az, (x) + Ax) er

Az =1/(a?) — (2)®

Papsas = 2/00 |U|?dx = 2\ - ey = eV = (.243.
Az Ax
Bolgefunksjonen W(x,t) i denne oppgaven er faktisk en lgsning av Schrodingerligningen,
W9y = (—% 83—;2 + V(z))¥, for et merkelig potensial V(x). Men det skal vi (eventuelt)
komme tilbake til. [Nar ¢ har en “knekk”, far den deriverte et sprang og den andrederiverte
vil da ga som en deltafunksjon; jf Appendix B i Hemmer. Det aktuelle potensialet ma altsa

inneholde en deltafunksjon.]

IDette er et poeng som du i Espen Askeladds and bgr ta med deg i “sekken”, og bruke neste gang du
kommer ut for en sannsynlighetsfordeling som er symmetrisk med hensyn pa et gitt punkt.
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Etter litt trening er det en fordel om en kan utvikle et visst “snekker-skjonn” nar det gjelder
a ansla bade forventningsverdier og usikkerheter.

Lgsning oppgave 2 Fotoner mot et vindu

Fiter: @— ——oniXZhome- —AA_’_[W —_—

Her bgr vi hente inspirasjon fra dobbeltspalt-forsgket: For det forste gir Maxwells ligninger
et bglgemgnster og en intensitetsfordeling som brer seg over et stort vinkelomrade bak de
to spaltene. For det andre: Om vi sender bare ett foton mot spaltene, sa blir ikke dette
smurt utover skjermen i henhold til intensitetsfordelingen, men tvert imot observert i et
punkt. Konklusjonen var at intensitetsfordelingen som fglger fra Maxwell ma oppfattes som
en sannsynlighetsfordeling.

Tilsvarende blir fotonet som sendes mot vinduet ikke delt i to (slik bplgegruppen blir); det
blir enten reflektert eller transmittert. Teorien kan ikke forutsi hvilket av disse utfallene vi
far. Det teorien kan forutsi, er at sannsynligheten for refleksjon er 4%, mens sannsynligheten
for transmisjon er 96 %. Dette kan etterprgves eksperimentelt ved a sende et stort antall
fotoner mot vinduet (eller som vi sier, ved a bruke et ensemble av fotoner).

Lgsning oppgave 3 Grunntilstand og 1. eksiterte tilstand for harmonisk oscilla-

tor

a. Siden ¥y(x) avhenger bare av x, kan vi erstatte 0/0z med d/dx. Vi regner forst ut

Do e Py
E = C()e ( 261’) 0og a2 =

Ved innsetting finner vi da at

Co e 77 (43%2% — 28).

_ B2
Hyy = —%7?(/)/4‘(%7"“’2952)?%
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2

m

= Cpe P [ (48%2* — 28) + émw%z]

= [x2(%mw2 — 2h*8%/m) + (525/7")} Yo.

Det er to kriterier som ma veere oppfylt for at 1y skal veere en egenfunksjon til H (i matem-
atisk forstand):

(i) Parentesen [ | pa hgyresiden ma veere en konstant, og

(ii) Lesningen ¢y ma ikke divergere, mer presist vil dette si at det ma ga an a normere
den.
Fra (i) folger det at 5 ma oppfylle betingelsen

2 2
5  Mfw mw
= P 2h

Her ser vi at [ = —mw/2h gir en funksjon 1y som gar mot uendelig nar |z| — co. Fra

(ii) folger det altsa at bare [ = +mw/2h gir en akseptabel lgsning, dvs en egenfunksjon.
For denne verdien av § har vi

ﬁ¢0 = m — o = %hw o = Eotho.

Konklusjonen er at t(z) = Coe™™**/2" er en egenfunksjon til Hamilton-operatoren H for
den harmoniske oscillatoren, med egenverdien

E(] = 1hw.

-2
Siden Hamilton-operatoren H er energioperatoren for denne harmoniske oscillatoren, kaller vi
egenfunksjonen en energiegenfunksjon, og egenverdien en energiegenverdi. [Denne lgsningen

svarer i virkeligheten til (beskriver) grunntilstanden for den harmoniske oscillatoren, som er
tilstanden med lavest mulig energi.|

b. Egenverdiligningen bestemmer ikke konstanten Cy. Absoluttverdien av Cy fastlegges av
normeringsbetingelsen, som gir

) 00 9 C 2 oo 9
L= [T o) = G [T e e = S0 [ ety =0 f2),

hvor (Gauss-)integralet (som kjent?) er \/7. ? Vi har altsa

2 1/2
Cof = 22 = (22)7
T mh

2Gauss-integralet ovenfor er av typen

o0 2 1 o0 2 T
= —ar = —_— i = —_
Io(a)_[me dx ﬁ[me dy 1/@.

Merk at vi fra dette kan beregne en hel klasse av Gauss-integraler vha et knep som kalles parametrisk
derivasjon (se ogsa Appendix B i boka):

> 2 —ax? d
I(a) = x’e dx = —d—IO(a) =

oo «

o0 2 d d\"
I (a) E/ 2?"eT O dy = —%bn&(a) = (_da) In(a).

— 00
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Ved a velge fasen til Cy slik at Cy blir reell og positiv, ender vi da opp med egenfunksjonen

mw /4 2
¢0(I) _ (ﬂ) oW /27’1'

NB!'I normeringsintegralet er det sannsynlighetstettheten (absoluttkvadratet av bglgefunksjonen)
som skal integreres. Integralet over v sjgl har ingen fysisk relevans.

De klassiske vendepunktene er de punktene hvor V' = E (slik at den kinetiske energien
og dermed hastigheten er lik null). Med FE = E; = %hw skjer dette nar

Imw?s® = Lhw,  dvs for z = £\/h/mw = Lb.

A
__1 22
\/fgfma)x

K / L= Fhw
1 |

| | .

4 0 A X

Avstanden by = /h/mw er en naturlig lengdeskala nar vi skal behandle den harmoniske
oscillatoren kvantemekanisk. Legg merke til den maten massen m inngar pa. Vi merker oss
at

o) /10(0)[* = e~ (/20"

Figuren nedenfor viser hvordan denne (Gauss-fordelte) relative sannsynligheten varierer sfa
x/by. Sannsynligheten for a finne partikkelen i det klassisk forbudte omradet (hvor V (z) > E,
dvs K(z) = E —V(z) < 0) er gitt ved forholdet mellom det skraverte arealet og arealet
under hele kurven, og kan vel anslas til rundt 20%. [En numerisk beregning vha Maple ga
15.73%.]

}%wgz
%@r 4

7

v
i //; !//// 2 >4 )%

2 -4 4 1 2

k_———w—_J
Lilleth, omrade lassish
c. Med
2
(Z/;l = Cle"BIQ(—QﬂxQ +1) og Cil;/;l = Cle’ﬂx2(—6ﬂx + 43%2%)
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finner vi fra egenverdiligningen (f-]\ —E)Y;=0:

0=e P {xg(%mw2 — 20%3%/m) + x(3BR° /m — E)} :

Pa samme mate som i pkt. a gir dette
_ _ 3
f=mw/2h og FE = ;hw.

Den resulterende egenfunksjonen, ¢ (z) = Cyz exp(—mwz?/2h), beskriver i realiteten forste
eksiterte tilstand for den harmoniske oscillatoren.

Merk at 1)y er antisymmetrisl/{\(med hensyn pa origo), mens v is symmetrisk. Senere skal
vi se at alle egenfunksjonene til H for den harmoniske oscillatoren er enten symmetriske eller
antisymmetriske. Det vil ogsa vise seg at dette er en ngdvendig konsekvens av symmetrien
til potensialet V' (x).

Lgsning oppgave 4 Grunntilstanden i H-atomet

a. Vi merker oss forst at ¢(r) ikke avhenger av vinklene 6 og ¢, bare av radien r. Med
o 1 0% 1
= Ce —r/ag | <_> = Ce —r/ag | —
or ag & G2 a?

finner vi da

2 2 2
remorr [ (- 2) 2] e

2m, \ a3  rag MeGo T 2me. a2

¥ er altsa en egenfunksjon til Hamilton-operatoren H (energioperatoren for hydrogenatomet)
med egenverdien

B2 B2 [ mee? \? 2 \’
E — —2m aI2 — —2m 1 h? = —%mec2 4 h = —%OZQ meCQ, qed
ea{ e €y TEQNC —_—

Den numeriske verdien av disse to praktiske uttrykkene for energiegenverdien er —13.6 eV,
som er identisk med den eksperimentelle energien til hydrogenatomet nar det er i grunntil-
standen.

b. Innsetting av W(r,t) = ¢ (r)e /" i Schrodingerligningen ih%—‘f = HU gir
—iE
ih - ;l w(r)e—zEt/h Hl/}( ) —iEt/h __ E@Z)( ) —zEt/h'

Da venstre side er lik hgyre side, ser vi at ¥(r,t) oppfyller Schrodingerligningen. Merk at
sannsynlighetstettheten

W (r, 1)[* = [e(e)[? [em M2 = [o(r)?

er tidsuavhengig. Dette er karakteristisk for alle sakalte stasjoneere Igsninger av Schroding-
erligningen (pa formen W(r,t) = ¢ (r)e /M),

c. Visjekker om C = (wad)~'/? gir korrekt normering:

1 o]
/|\I/ t2d*r = O / —2r/a0 By 3/ e~/ gar2dy
" 1@l Jo

A 2!
= — =1 ed.
rad (2fag) 0 1°
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LOSNING OVING 2

L(Dsning oppgave 95 Krumningsegenskaper for endimensjonale energiegenfunksjoner

a. For oscillator-grunntilstanden i oppgave 3b har vi som et eksempel

o mw m2w? mw
Yy = Cye b2 %:%(—?x% g:%(?iﬁz—?%

slik at den relative krumningen er
b mPw? h

¢0 - h2 (CE2 - M)

Her ser vi at

(i) g /10 ganske riktig er negativ for —y/h/mw < x < y/h/mw, dvs mellom de klassiske

vendepunktene (+agp) som vi fant i oppgave 3, altsa i det klassisk tillatte omradet, hvor
E >V (z). Idette omradet krummer altsa 1)y mot aksen.
(ii) Utenfor dette omradet ser vi pa tilsvarende mate at ¢y krummer bort fra aksen.

(iii) For = = 4/h/mw er ) =0, ogvikan konstatere at den relative krumningen skifter
fortegn i hvert av de klassiske vendepunktene:

e_me"X?;,‘

l |
| I
! |

-3 -2 1 \ / 1 x/2%w 3

%/as.r(;%e ucn%/ww:{ er

b. Tomradene a<|z|<b er V=0 og 9" =0. Den tidsuavhengige Schrodingerlign-
ingen gir da .
Hy _ (=B*/2m)y" + Vi
E p—y p—t e
(4 (4
Energien til denne tilstanden er altsa lik null. For |z| <a folger det da fra den tids-
uavhengige Schrodingerligningen at

0.

7,—L2 , h2 1/}//
Vi = 0 Vo=
zmw + Ow ) - 0 om 'lb

Diagrammet viser at den relative krumningen er negativ i dette omradet (krumning mot
aksen). Potensialverdien Vj i dette omradet ma derfor veere negativ, slik at omradet er
klassisk tillatt.
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Lgsning oppgave 6 Litt av hvert

a. Jo mindre plass, desto hgyere energi

]
[l
f
v
J
o L 0 473

Lo
!

For grunntilstanden i boksen med vidde L er bglgetallet k£ bestemt av betingelsen kL = m,
slik at energien er
B - n2k? _ m2h? .

2m  2mlL?
Nar vidden reduseres til en tredel, blir belgetallet tre ganger sa stort (raskere krumning av
bglgefunksjonen sin(kix)), og dermed blir energien ni ganger sa stor. Jo mindre plass vi gir
partikkelen, desto hgyere blir grunntilstandsenergien (og de andre energinivaene) liggende.
Sa jo mindre plass vi gir partikkelen, desto hgyere (kinetisk) energi er den ngdt til a ha.
Dette kaller vi gjerne for “kvantevillskap”. (Jo mindre bur, desto villere tiger. Og villest av
alle er er tigerungene med minst masse.)

b. (V) og ( K) for grunntilstanden i hydrogen

Her trenger vi forventningsverdien av 1/r i den oppgitte tilstanden. Kulesymmetrien gjor
beregningen enkel:

1 1 1
(1/ry = /;|¢1|2d3r:/0 7736_2”“0-47#2(17’

rTag
4 [0 9 4 21 1
_ - r/aod _ _
= re r = = —.
ag Jo ag (2/a0)*  ag

Dermed er forventningsverdien av den potensielle energien i tilstanden 1),

e 1 ez 1\’
<V> = — = ( ) mec2 = —042m602 =2F;, q.e.d.,

47reg aT) drephc
og for den kinetiske energien har vi da

(K)=E — (V) =1a’m.? = |F|, qed

)

c. Estimat av ( K)

Da usikkerheten i z er av stgrrelsesorden ag, kan vi vha uskarphetsrelasjonen lage oss esti-

matet -
5 I
Apm 2 ~N

Ar  2ag

for usikkerheten i z-komponenten av impulsen. Da (p2) = (p, ) + (Ap,)? = (Ap,)?, blir
det tilsvarende estimatet for den kinetiske energien i grunntilstanden
1 n? 3 3 |,

3 = = — - la*mc
2m, 4a3  8mead 4 2 ’

<K>%21me<p§+p3+p§>=

altsa 75 % av den eksakte verdien. (Sjekk at du har kontroll pa den siste overgangen.)
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d. Sammenheng mellom energinivaer og fjeerkonstant for oscillatoren

14
e : Fhx?
L
£; = %fb)

A2

Vi har tidligere sett at potensialet V(x) = $ka? svarer til en klassisk vinkelfrekvens w(=
/k/m) og energiene FEy(= 1hw) og FEi(= $hw) for hhvis grunntilstanden og forste ck-
siterte tilstand. Et fire ganger sa sterkt potensial svarer til en klassisk vinkelfrekvens som er

to ganger sa stor, og dermed fas en dobling av energiene.

e. Valg av nullpunkt for potensiell energi

Da potensialet Vi(x) = %mw%Q — %hw er “senket” med belgpet %hw i forhold til stan-

dardpotenssialet V(x) = %mwaQ, er det vel noksa opplagt at energinivaene senkes med

det samme belgpet, dvs vi ma ha

E():O 0og Elzhw

for potensialet V;. Siden de to potensialene beskriver samme kraftfelt, F, = —mw?z, er

det vel like opplagt at energiegenfunksjonene er de samme for de to potensialene.

f
\ £y o /

NI

V)= Zmidx*$ho

Pa begge disse punktene kan eventuell tvil ryddes av veien ved en liten omskriving av egen-
verdiligningen for standardpotensialet. De to egentilstandene vy og v, for det opprinnelige
oscillatorpotensialet %mwzmz oppfyller egenverdiligningen(e)

ﬁwn = [f(\—l— V(z)|, = [_m + V(x)] Up(z) = (n+ %)hw U, n=0,1,2,---.
En liten omskriving (som svarer til at vi trekker fra belgpet %hw 1, pa begge sider av det
siste likhetstegnet) gir
h? 0
—— 7 + (Gmwirt — 2hw)] () = [_QmeQ + Vl(x)] WUy, = nhw Yy, n=0,1,2,---.

Fra denne kan vi lese ut at energiegenfunksjonene er de samme for de to potensialene, mens
Ey=0 og E;=hw for potensialet Vi(z). (Sjekk at du forstar dette skikkelig.)
f. Eksempel

Nar vi “lgfter” bunnen av bokspotensialet med belgpet V), blir energiegenfunksjonene uen-
dret, mens alle energiene far tillegget ;.
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g. Valg av koordinatsystem

Potensialet V(z) = imw?(z — a)? har samme form som standardpotensialet mwaz?. En-

este forskjell er at det er forskjgvet slik at likevektspunktet falleri x = a istedenfor z = 0.
Vi merker oss ogsa at forskjellen forsvinner helt hvis vi innfgrer et eget koordinatsystem for
det nye potensialet, der posisjonen til partikkelen angis ved koordinaten 2z’ = x — a. Siden
vi star fritt i valget av koordinatsystem, er det vel da klart at energien til grunntilstanden ma
bli den samme som for standardpotensialet (og tilsvarende for alle de eksiterte tilstandene).
Tilsvarende ma bglgefunksjonen bli

wo — Coefmwx’z/Zh _ Coefmw(mfa)2/2h.

Ldgsning oppgave 7 Bglgepakke for fri partikkel

a. Vi merker oss at sannsynlighetstettheten |¥(z,0)[> = (2r02)"/2e=**/27" er en nor-
malfordeling (Gauss-fordeling), symmetrisk mhp origo. Forventningsverdien er derfor lik
null:

(z) = /Z V¥ (2,0) 2 U(z, 0)da — /O:Oa:|\11(x,0)|2dx —0.

[Mer formelt folger dette ogsa av at integranden er antisymmetrisk med hensyn pa origo,
eller en odde funksjon.]

Fordi |¥(z,0)[? ikke avhenger av po, vil ogsa (22) og dermed Az = y/(x2) — (x)® veere
uavhengige av py.

b. La oss forst kontrollere normeringen. Med “forkortelsen” « = 1/20% er |¥(x,0)]* =

Ja/me o slik at
/oo |U(x,0)dr = ,/g/C>Q e % dy = ,/g . ,/z =1, q.ed.
—00 m J—0c0 T (8%

Videre finner vi ved hjelp av et av de oppgitte Gauss-integralene

<x2> = /oo 22U (x,0)Pdx = /Oo U*(2,0)2*V(z,0)dx (“sandwich”)

0o _
_ \/a/oo ‘7,‘267a12d1’ _ \/E \/E %Of?’ﬂ — i — 02_
T J-co s 2a

Dette gir usikkerheten
Az = /((z = (2))*) = 0.

Moralen er (som dere antakelig ogsa vil leere i statistikken): Med en sannsynlighetstett-
het pa Gauss-formen |¥|? oc e7#*/20* er usikkerheten (standardavviket) Az gitt
ved o.

[At Az ma veere av storrelsesorden o, skjgnner vi uten regning, ved a tenke pa hvordan en
skisse av sannsynlighetsfordelingen vi ta seg ut.]

Fysisk tolkning av (x) og Az: Dersom vi preparerer systemet (N ganger) slik at det
er i tilstanden W(x,0) ved ¢t =0, og hver gang maler posisjonen = ved dette tidspunk-
tet, ! eventuelt maler pa N identisk preparerte systemer, sa vil middelverdien av de malte

"Hvorfor ma vi preparere systemet pa nytt foran hver maling? Svar: Se “malepostulatet” (D).



TFY4215 Innfgring i kvantefysikk - Lgsning gving 2 5
posisjonene,

N
neerme seg den teoretiske forventmngsverdlen <
dardavviket (rms-avviket)

) =0 for store N. Tilsvarende vil stan-

1 & 0

n=1

nzerme seg den teoretiske usikkerheten Ax = o.

c. Vi var vel enige om at en ren harmonisk planbglge exp(ipox/h) = exp(ikz) svarer til
en skarpt definert impuls py (dvs et skarpt definert belgetall k = po/h)?

Fordi W(x,0) ligner mer og mer pa en slik ren harmonisk bglge jo stgrre o er, ma vi da vente
at (pz) —>po og Ap, — 0 nar o — oo.

d. Vi regner forst ut

PV = ——(1/a) " VAeor/hi—as® 2 — (p 4 ihax) W

0g
P2V = [(po + ihax)® + h%a]W.

Det er na lett a regne ut at forventningsverdien av p, faktisk er uavhengig av « (dvs av o):

(pe) = / U5, Udr = / U™ (po + ihax)Vdr = py - 1+ iha - (x) = po.
(Her har vi brukt at leddet med pg gir normeringsintegralet, mens leddet med x gir forventnings-
verdiintegralet for x. Dette er et eksempel pa at det lgnner seg a ha “oversikt”.) Videre er
(ut fra samme type “oversikt”)

0o h2
<p§> = / U™ (p2+2po-ihax—h*ax? +h*a) Udr = (pg+h2a)-1+0—h2a2~< :1:'2> = pg—kp.
—0o0 o

Usikkerheten i impulsen for tilstanden ¥(z,0) er dermed

h

Vi ser at denne gar mot null nar “utstrekningen” o av bglgepakken gar mot uendelig, slik
vi var inne pa i pkt. c. At forventningsverdien (p, ) er lik py ikke bare for store o, men for
alle, kunne vi kanskje ikke gjette.

Vi merker oss at produktet av usikkerhetene i x og p, er

Az - Ap, = ih,

som er den minste verdien vi kan ha ifglge Heisenberg.

Moralen er: Dersom en gnsker en veldig skarpt definert impuls (liten Ap,), sa gar det
pa bekostning av en veldig stor utstrekning Axz(= o). Omvendt kan en gnske seg en veldig
skarpt lokalisert bplgepakke (liten Ax = o), men da blir ngdvendigvis bade Ap, = h/20 og
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(p2) = pg +h*/40? veldig store. S&, jo mindre plass vi gir partikkelen, desto mer uskarp
blir impulsen, og desto stgrre kinetisk energi er partikkelen ngdt til a ha. “Jo trangere
bur, desto villere tiger”; denne “kvante-villskapen” er én av konsekvensene av partiklers
belgenatur, og spiller ofte en sentral rolle i kvantemekaniske problemstillinger.

Disse egenskapene gjelder ikke bare for den spesielle bglgepakken W(x,0). Relasjonen
ovenfor er nemlig et spesialtilfelle av Heisenbergs uskarphetsrelasjon, som sier at

Az - Ap, > ih (for alle tilstander U(r,t)).

I avsnitt 4.5 1 boka er det vist at uskarphetsrelasjonen kan utledes fra kommutator-relasjonen
[z, p,] = ih. Der framgar det ogsa at likhetstegnet ovenfor gjelder bare for en viss klasse av
“Gaussiske” funksjoner. Bglgepakken W(x, 0) ovenfor er et spesialtilfelle av disse funksjonene.
Merk ellers at grunntilstanden y(x) for den harmoniske oscillatoren (Oppgave 3) er et spe-
sialtilfelle av W(z,0) (for py = 0), sa ogsa for denne har vi “minimalt usikkerhetsprodukt”.

Den fysiske tolkningen av (p, ) og Ap, er ngyaktig den samme som for (z) og Az, nar
vi bytter ut x med p, i tolkningen i pkt. b.

Ifglge tilstandspostulatet (B) ma W(x,0) ogsa inneholde informasjon om sannsynlighets-
fordelingen av impulser p, i den aktuelle tilstanden.

[Kommentar: Stikkordet her er Fourier-analyse: Som vi var inne pa i innlednin-
gen til oppgaveteksten, kan W(x, 0) skrives som et Fourier-integral over planbglger,

W(w,0) = s [ 0wy = [ o))

(27h)1/2
Her er koeffisient-funksjonen ¢(p) essensielt Fourier-transformen av ¥(z,0). Som
vi skal se, finnes den ved a projisere ¥(z,0) pa planbglgen 1, (z):

6(p) = (4 V(0)) = [~ 0 (@) (w, 0)dr.

Det resulterende integralet er av typen [(a,b) = [°5, e~ Wty — e’/ In/q,
og det viser seg at resultatet blir

202

2 2 2
)1/46—0 (p—p0)?/h :
7h?

o(p) = (
altsa en Gauss-fordeling omkring py. Denne funksjonen gir oss en mer direkte
informasjon om impulsinnholdet i den aktuelle tilstanden; i kapittel 2.4.2 i boka
leerer vi at |¢(p)|?dp er sannsynligheten for a finne impulsen p, i intervallet (p, p+
dp). |(p)|? er altsa sannsynlighetstettheten i “impulsrommet”. Denne forteller
umiddelbart at forventningsverdien av impulsen er pg, og vi kan ogsa bruke den

til a lese ut usikkerheten i impulsen, som selvsagt vil bli den samme som vi fant
i pkt. d, vha ¥(z,0).]

e. Siden gruppehastigheten til en de Broglie-bglge er

_dw

ds|  dE
Yo T ke

Dz
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999

der p, = hk er “den mest fremherskende impulsen”” i bglgepakken, ma vi vente at

Yo (Z d<d3tj>t> - %’

der py er impuls-parameteren som inngar i ¥(z,0).
[At dette virkelig er tilfelle kan vises pa flere mater, f.eks ved a lgse Schrédingerligningen for
den frie partikkelen,

L OU(x,t) h? 0

h——" = —— —V(z,t

RAY 2m Ox? (1),

med den oppgitte begynnelsestilstanden W(x,0). Det folger ogsa fra Ehrenfests teorem, se

avsnitt 4.4 1 boka.] Men dette far vi (eventuelt) komme tilbake til.
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Lgsning oppgave 8 Ikke-stasjonzer bokstilstand

a. @For 0 <z <L erpotensialet i boksen lik null, slik at Hamilton-operatoren har for-
men H = K + V(z) = —(h*/2m)0?/02* i dette omradet. Da den andrederiverte av sin kxz
er —k?sin kz, finner vi at

B n2k? m2h?

K2 4nh?

Hip(z) = om Yi(z) = m%(@ og  Hiy(z)= om Po(r) = m%(x)a
dvs de to energiegenverdiene er
mh? 47m2h?
YT omL2 ©8 > oml? !

AVi merker oss videre at ogsa de tidsavhengige bglgefunksjonene er egenfunksjoner til

Hamilton-operatoren. Innsetting pa hgyresiden i den tidsavhengige Schrodingerligningen gir
da . -
HV,(z,t) = e PV Hyy(2) = EiWi(x,t),  i=1,2,

Samme resultat finner vi ved innsetting pa venstre side:

o Wi, t)

o Vi) ih 9 e B — B W(x,t), qed.

ot

Al integralet
[ et @pen@)de = (v1,02)

er 11 (x) symmetrisk mhp midtpunktet av integrasjonsintervallet, mens 1,(z) er antisym-
metrisk. Integranden er altsa totalt sett antisymmetrisk, slik at integralet er lik null. De to
funksjonene er mao ortogonale. (Indreproduktet (1,15 ) er lik null.)

b. ®Linezerkombinasjonen W (x,t) oppfyller Schrédingerligningen fordi denne er lineser og
homogen. (Operatorene ihd/0t og H er begge linezre.) Hva dette betyr innser du ved a sette
inn. #En stasjoneer lgsning skal ha form av en romlig funksjon multiplisert med en ekspo-
nensialfunksjon pa formen e*#*/". Dette er ikke tilfelle for W(z, ), sa denne bglgefunksjonen
beskriver en ikke-stasjoneer tilstand.

c. ®#Sannsynlighetstettheten er

W(a, )P = L(TF + W) (W) + )
U (a, )2+ LW, ) + 2[0F (0, )W, ) + s, ) U5 (2, 1)
i (@) + Lo ()] + Re[ W ()0 (1)
() + Lo ()] + Reln () i) Ea=E01M
G (@) + Ln(@)]? + 1 (2)a(a) coswt, qed.

Her er w(= wyy) = (Fy — Ey)/h = 3E,/h. Vi ser at tidsavhengigheten i |¥(z,t)|* oppstar
fordi de to tidsavhengige eksponensialfaktorene i Wy(x,t) og Wa(x,t) ikke varierer i takt.

T
T

ﬁﬁﬁ—ﬁ
=
S

NI N N N N
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Moralen er at en superposisjon av to stasjoneere tilstander med forskjellige energier gir en
ikke-stasjoneer tilstand, hvor sannsynlighetstettheten endrer seg med tiden. Kurven til ven-
stre i figuren viser |U(x,t)|? for t =0 ogt = 27/w, 47 /w osv. Periodetiden, som er tiden
mellom hver gang |¥(x,t)|? er identisk med sannsynlighetstettheten i begynnelsestilstanden,
er altsa her Ty = 27 /wq; = 27N/ (Fy — Ey). Kurven til hgyre i figuren viser |¥(z,t)|* for
t=m/w (osv).

1 Bl
¢=0 Ca e

/

L

b
>

A S NN Y
~

X

Her ser vi at sannsynlighetsfordelingen (og dermed tyngdepunktet ( z) av denne) flytter seg
med tiden, et typisk trekk for en ikke-stasjoneer tilstand. (Tyngdepunktet oscillerer mellom
to ytterpunkter.)

ASuperponerer vi i stedet Wy (x,t) og W3(x,t), sa blir frekvensen ws = (E3 — Ey)/h =
8F; /h = 8wy /3, slik at periodetiden T3; blir en faktor 8/3 mindre enn Ty;.

d. ®Integralet over sannsynlighetstettheten ovenfor blir

/ | (x, t)2dz = 1 / [y () 2da+ L / [ ()] 2d+cos w / Ui (z)a(z)de = 14140 =1 V¢,

hvor de to forste integralene er lik 1 (normering), mens det siste er lik null (ortogonalitet).
Dette illustrerer at det er lett a finne normen av en funksjon som er utviklet i ortonormerte
funksjoner, som her. Sa det er altsa en fordel med ortogonale egenfunksjoner.

e. ®#Kjering av “box non_stationary.m” (med nl = 1 og n2 = 2, dvs superposisjon av
grunntilstanden og fgrste eksiterte tilstand) viser hvordan |¥(z,¢)* “svinger mellom de to
ytterpunktene” i figuren ovenfor. #Fra denne animasjonen kan vi lese av at (x) svinger
mellom ~ 0.32L og ~ 0.68L. #Middelverdien over en hel periode av (x) er opplagt
L/2. #Animasjonen indikerer at tyngdepunktet (z ), av sannsynlighetsfordelingen oscillerer
tilngermet harmonisk. #Dette er nettopp hva vi bgr vente ut fra formelen oppgitt i pkt. c.
Ifplge denne er

(2),= % [olon(@)Pde+ L [ aln(e)de +coswt [ o (@)a(a)ds.

Her er alle integralene tidsuavhengige (og forskjellige fra null). Sa (), vil ganske riktig
oscillere harmonisk.

Kommentar: De to farste integralene er opplagt lik L/2 (hvorfor?). Det siste er
—16 L/(97?) =~ —0.18,s&4 (), ~ L(0.5—0.18 coswt), ioverensstemmelse med
animasjonen.
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f. ®&Her ser det da vel ut som om bglgegruppen beveger seg med jevn hastighet nar den
ikke er “i kontakt med veggene”, og slik bgr det faktisk ogsa veere; bglgegruppen bgr bevege
seg “fritt” nar den ikke har kontakt med veggene.

Lﬁsning oppgave 9 Litt mer om krumning av egenfunksjoner

a. ®#A&Da ¢ er endelig innenfor veggene, folger det (ved integrasjon) at ¢’ ma vaere kon-
tinuerlig og endelig. Da ma ogsa 1 vaere kontinuerlig og endelig.

b. @&Egenverdiligningen H Y = Ev  er oppfylt nar H ¥(x) er lik konstanten F multiplisert
med v (z), for alle z. Vi har altsa

_ Hi(x)
()

Denne konstanten E kan vi beregne vha uttrykket ovenfor dersom vi kjenner ¢ (x) i et lite
omrade. Et eksempel fglger i pkt. c.

E

= en konstant uavhengig av x.

c. OFor —qp<xz<ay er

=+,

og siden 9 = Az er lineaer slik at ) = 0 i dette omradet, finner vi ganske enkelt at

_ Hy(z) _ Vot
¥(z) (D)
#Mellom barrieren og de harde veggene er V(x) =0, slik at disse omradene er klassisk

tillatte (med en kinetisk energi Ky = Ey = Vj), og slik at den tidsuavhengige Schrodinger-
ligningen i disse omradene tar formen

Ey = 1.

2 2 1
§= G2 V)~ Bl = 50— Wltn = — 0

I disse omradene vil da 1, bli sinusformet med beglgetall ko = 1/ag. Her krummer altsa )y
mot z-aksen. Den ser slik ut:
} %

| Yexnsa,
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d. &Da grunntilstandsenergien (som alltid) er lavere enn energien for 1. eksiterte tilstand,
blir barriereomradet klassisk forbudt for grunntilstanden. Fra den tidsuavhengige Schrod-
ingerligningen fglger det da at grunntilstanden ¢, ma krumme utover fra x-aksen i barriere-
omradet, mens den krummer mot aksen utenfor dette omradet, noe langsommere enn forst
eksiterte . Den ser slik ut:

7

|
l
|
1 2 3
Yo x/a,

Lgsning oppgave 10 Az og Ap, for grunntilstanden i harmonisk oscillator m.m.

a. #éVed asammenligne 1o(x) = Coe ™% /2" (oppg 3) med W(z,0) = (2mg?) /e /4> tipor/h
(oppg 7), ser vi at den forste er et spesialtilfelle av den andre, for

mw 1

oh T4z 8 m=0

Ved hjelp av resultatene fra oppgave 7, (p,)=po, Az =0 og Ap,=h/20c =h/2Axz,
innser vi da at usikkerhetene i posisjonen og impulsen for tilstanden 1g(x) er gitt ved

h bo h mhw
Arx =\—=—&= Ap, = = lik at Az - Ap, = iR
x QmOJ 2 Og pa: QAZL' 2 ) SlIK a x pa? 2!

mens forventningsverdien av impulsen p, for grunntilstanden i oscillatoren er

(pz) =0,

Det siste resultatet gjelder i virkeligheten for alle bundne, stasjonere tilstander. Her kan vi
ellers merke oss at by = \/h/mw er avstanden fra origo til det klassiske vendepunktet for
tilstanden (). (Se oppgave 3, hvor vi fant at Py, = 16%. Til sammenligning har vi
at  Pa>az = 1/3.) Se figuren nedenfor.

e-mux%}w‘
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b. ®&Forventningsverdien av energien er

7
(E)Y =) P.E, =) |cal’En = |a1]*E1 + |2]* - 4By = 1B =175E

n

Kvadratet av usikkerheten er middelverdien av det kvadratiske avviket fra middelverdien:

27
(ABP = ((E~(E)?) =Y leal’(Eu = {E))* = - = ¢ B},
Dette gir en usikkerhet
AFE =/27/16 E1 ~ 1.3 E;.
c. ®@Viregner ut
Y = Cexp|—mw(z — a)?/2h] {—n;u(x — a)] = {—W;_Lw(:z: — a)] 0

og

mw  miw?

"= [_h + 7@ - G)Q] v,
og setter inn i den tidsuavhengige Schrédingerligningen, som gir
[E—V(x)]y = —h—z "= Phw — Imw?(z — a)ﬂ V.
2m 2 2

Her er ¢ # 0 for alle z. Siden energiegenverdien skal vaere en konstant (uavhengig av )
ma lgsningen da bli at
V(z) = imw*(z —a)* + K og E=1hw+K,

— 2

der K er en ubestemt konstant (med dimensjon energi). Potensialet er altsa harmonisk.

LQ)sning oppgave 11 Oppfelger til oppgave 7

a. @&Fra relasjonen

() = () + (Apa)* > (pa)* + 4(2@2,

som folger fra Heisenbergs uskarphetsrelasjon, ser vi at nar partikkelen gis veldig liten plass,
ved at Az — 0, sa er (p2) (og dermed ( K') = (p?/2m)) nedt til & ga mot uendelig. Da

partikkelen umulig kan ha uendelig hay energi, skjgnner vi at den umulig kan ha helt skarpt
definert posisjon, som svarer til Ax = 0.

b. #Med V(z)=0 Dblir forventningsverdien av energien (F) = (p2/2m). Da det er
oppgitt at likhetstegnet i pkt. a gjelder for den aktuelle tilstanden, har vi at

) h? R
2\ __ — 2
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idet (p,)=po og Az =o. Alle disse resultatene ble funnet i forrige gving. Men la oss
like godt kontrollere dette, med en metode som kan komme godt med senere. Da p, er
hermitesk, har vi generelt

<p52,; >\1/ - /\D*ﬁzﬁ” Vdr = /(ﬁx@)*ﬁm\p dr = / PV dr.
For den aktuelle tilstanden er
P20 (z,0) = (po + ihx/20%)¥(z,0).

Med (z?)= 0% har vida

(B) = (fam) =5 [ G+ 1 0" 0w, 0)

m
no K

2m  S8mo?’

#MNar 0 — oo (Ap, — 0), ser vi at (FE) — p2/2m; en fri partikkel med noenlunde
veldefinert impuls har ogsa en noenlunde veldefinert energi (AE — 0). Insisterer vi derimot
pa en veldig liten Az (0 — 0), sa ser vi at (FE) far et veldig stort tillegg i den forventede
energien, pga kvantevillskapen. I denne situasjonen vil ogsa usikkerheten i energien bli veldig
stor. (Den som orker kan regne ut AFE.)

c. #BFra den oppgitte formelen for sannsynlighetstettheten |W(x,t)|* ser vi at denne er
normalfordelt, omkring punktet x = pot/m. Felgelig er forventningsverdien for posisjonen
ved tiden t gitt ved

(z), <: /_O:O \If*(:v,t)xlll(x,t)da:> = I;()f.

Denne forventningsverdien er lik null for ¢ =0 (slik vi fant i oppg. 7), og beveger seg med
hastigheten

d{z) po

dt— m’
som er gruppehastigheten vi fant i oppg. 7.
A Usikkerheten (Ax),; leser vi rett ut av normalfordelingen (jf oppgaveteksten og moralen
i oppgave 7b):

1 1
2(Ax)}  2(0% 4 B*t2/4m20?)
h*t2
(Aw)e = \o* + gz

(Som en kontroll legger vi merke til at (Ax); gar mot den korrekte verdien o for ¢ — 0 .)

Kommentar: Resultatene ovenfor forteller at bade forventningsverdien (x), og usikker-
heten (Az); ved en ny maling ved tiden ¢ er forskjellige fra verdiene ved ¢ =0. Samme
resultat som ved den forste “malingen” (prepareringen) kan vi derfor bare fa umiddelbart
etter denne. Moralen er at den tilstanden som systemet tvinges inn i ved den fgrste malingen
vanligvis endrer seg raskt med tiden, i henhold til Schrodingerligningen. Dette er grunnen
til at vi understreker dette med “umiddelbart etter” i malepostulatet. Det finnes unntak:
Maler vi f.eks energien til den harmoniske oscillatoren, og finner resultatet E;, vil oscilla-
toren fortsette a veere i den stasjonaere tilstanden Wy (x,t), og en ny maling lenge etter vil gi
samme energi Fj.
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d. &éDersom vi patvinger den frie partikkelen en tilstand W(x, 0) med veldig liten usikker-
het Az = o ved t =0, ser vi av formelen for (Azx), at spredningen av bglgepakken gker
raskere med ¢ jo mindre o vi velger. Moralen er at jo skarpere definert posisjon vi velger ved
t =0, desto hardere straffes vi i form av gkt uskarphet ved tiden t¢.

e. ®Meningen her er a vise at denne “straffen” ikke er seerlig mystisk. Jo mindre Az = o
vi velger ved ¢ =0, desto stgrre er spredningen Ap, = h/20 i impulsen. Om vi tenker
halvklassisk, sa vil en partikkel med en impuls i intervallet —Ap, < p, < Ap, etter tiden
t befinne seg et sted i intervallet

Ap, hit
|z] < Av,t = Py =
m

2mo

Dette er samme budskap som vi far fra formelen for usikkerheten i x,

hit
(Az), =~ —.

2mo

I dette tilfellet har altsa den halvklassiske tankegangen noe for seg.

Lgsning oppgave 12

a &
| @@ = f0)
| o= gl@yds = g(e)
/_O:oé(x)(Ax+B)dx — B

B~ )+ 6~ ) f)dr = fla) + F(0)

/41 [5(1‘ — 1) + 5(£E + 3)]9(1’)(11» — g(l);
[ oeas@is = o)

/o:o 03z —6)f(z)dz = %f(Q),
1 > iTa ]
L

21/00 e”"dy = §(—a) = d(a);
m

1 oo .

2—/ eda = o(z); (NB! Integrasjon over a)
T J—00

1 oo

_ ifrf2 g - 4 .

o [t = s

/O:o O(x —2")0(x —2")dx = (2’ — ")

b. @&Her er vel oppgaveteksten selvforklarende.
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Lgsning oppgave 13 Vibrerende to-partikkelsystem

a. ®Vi kontrollerer forst at kreftene pa de to massene kommer ut som annonsert:

V. _ VO _ ye)y o R=-V_ VO _ 0 )

F = —_—— = — —_—— = —
! o0x ox 0xy 0xy ox O0xo

som selvsagt er motsatt like store.
To derivasjoner med hensyn pa t av A cos(w;t + ) gir en faktor —w?. Innsetting gir da

d? 9 k k
ﬁ(x —)=—-wi(x—-1)= —E(x —1) dvs w;= o q.e.d.
& Med begge massene fri til a svinge finner vi ved hjelp av Newtons 2. lov den oppgitte
differensialligningen for relativ-koordinaten =z,

d2 d2$1 dQ,TQ F1 F2 1 1
dt? (z=1) dt? dt? m; Moy (z=10) <m1 + mg)
my + Mo k
— k)22 = R,

( ) 1Mo /L< )

hvor 4 er den sakalte reduserte massen. (Et kjent begrep for to-partikkel-systemer i klassisk
mekanikk.)

#Med provelgsningen = — 1 = Acos(wt + «) finner vi da vinkelfrekvensen w = \/m
for den klassiske svingningen. Her legger vi merke til at den reduserte massen er mindre enn
den minste av de to massene:

mi1Mmeso 1 1
= _

=—" =m =m < min(mq,ms).
mi + Mo ! 1+m1/m2 21+m2/m1 ( ! 2)

Folgelig er vinkelfrekvensen w stgrre enn max(wy, ws).
[Kommentar: Dersom f.eks m; = my, blir den reduserte massen p = m;/2 og vinkel-

frekvensen blir w = 4/2k/m;. Denne frekvensen er en faktor V2 hgyere enn den en far

dersom den ene partikkelen er spent fast, mens den andre vibrerer (y/k/m;). Dette resul-
tatet kan ogsa forstas ved a merke seg at nar begge partiklene svinger, i mottakt, sa kan
tyngdepunktet (midtpunktet av fjeeren) antas a ligge i ro. Vinkelfrekvensen w er da bestemt
av fjeerkonstanten til en “halv fjeer”, som er dobbelt sa stor som fjeerkonstanten til hele
fjeeren: w = /2k/m;. Moral: Dersom du sager av en del av spiralfjeerene pa bilen din,
for at den skal ligge lavere og se mer ut som en sportsmodell, sa blir fjeeringen stivere, og
kjore-egenskapene kan bli darligere.]

& Nar det ikke virker noen ytre krefter pa dette to-partikkel-systemet vil tyngdepunktet
ifglge Newtons 1. lov bevege seg med jevn hastighet, fordi systemet ikke pavirkes av noen
ytre kraft. Denne trivielle bevegelsen kan vi ellers eliminere ved a velge et koordinatsystem
hvor tyngdepunktet ligger i ro.
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b. &Den oppgitte ligningen beskriver en (fiktiv) partikkel med masse p som beveger seg i
potensialet %k(m — )2, Vi har altsa et harmonisk oscillatorpotensial med likevektsposisjon
for x =1. Men at likevektsposisjonen er forskjellig fra null bgr ikke spille noen rolle for
energinivaene. Tviler du pa dette, sa er det bare a innfgre variabelen 2’ =x — 1. Den
oppgitte ligningen tar da formen

H‘; (;) s ;k<x'>2] $(') = Bo(a)

Sammenligning med standardutgaven gir energinivaene

E, =h/k/p(n+3) = hw(n+ 3), n=0,1,2,---,

der p er den reduserte massen.
#Grunntilstanden er  Cyexp(—puw(z’)?/2h), altsa

Yo(z) = (o) Aemte= /21,

dvs en Gauss-funksjon som er symmetrisk med hensyn pa likevektsposisjonen x = [. Sannsyn-
lighetsfordelingen |¢(x)|? for avstanden = x; — 2o har altsa sitt maksimum for likevekts-
avstanden x = [.

c. ®#Ved hjelp av de oppgitte uttrykkene for 9/0z1 og 9/0x, har vi for impulsoperatorene

for partikkel 1 og 2:
o~ mi 5 ~
P = i P+p og p2=

Innsetting gir da for Hamilton-operatoren:

~2 ~2
T P1 Dy
H = —+4+-—+V
2m1 + 2m2 + (x)
1 mi =~ " 2 1 Mo =~ —~ 2
- — (=p = (I2p_ v
2m, (M —i—p) * 2meo (M p) Vi)
1 ~ 171 1
= 3 (J\n; + A”;) P? + 3 (m1 + m2) P2+ V(x) (kryssleddene kansellerer)
P2 ]32 ~ h 0 h O
= —_— _— V P = —_- — D — — —
oaf Fop TV @ ( iox 7 i@x)’
der 111
—=—+— slikat pu= T
Loomy o Mo my =+ me

Her er p den saklate reduserte massen. Merk at Hamilton-operatoren er uavhengig av
tyngdepunktskoordinaten X. Det forste leddet i H beskriver en fri partikkel med masse M.
Det andre leddet beskriver en partikkel med masse p som beveger seg i potensialet V (z).
Dersom vi blir bedt om a skrive ned Hamilton-operatoren for to slike uavhengige partikler,
er svaret nettopp operatoren H ovenfor.

AVimerker oss at p; 4+ p» = P. Operatoren P svarer derfor til en observabel som bestér
av den samlede impulsen P = p; + po til de to partiklene.
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d. ®&Dersom v skal veere en egenfunksjon til H med energi I og til P med egenverdi P = 0,
ma den oppfylle ligningene R -
Py=0 og Hy=FE.

Den forste av disse forteller at 1 er uavhengig av tyngdepunktskoordinaten X. Den andre
gir
b e V)| 000 = B0(o)

som er ligningen under pkt. b. I denne oppgaven har vi altsa vist hvordan denne ligningen
med den reduserte massen oppstér* [Kommentar: Som du lett kan kontrollere er lgsningen
av ligningene Hoy = Fiothior 08 Pthror = Pihioy generelt

77Z)t0t<x7X) = 1/)(5(]) ' eiPX/hv

hvor ¢ (z) er en lgsning av ligningen over.]

Lgsning oppgave 14 Vibrasjonsfrihetsgraden for to-atomig molekyl
a. Vi finner

0.2eV
0.658 - 10~ 1%¢Vs

16 - 1.67 - 10~ *"kg( )? 2~ 1.23-10° N/m.

1,
2

Altsa en ganske kraftig “fjeer” . (For en makroskopisk fjeer med denne fjeerkonstanten koster
det en kraft pa 123 N a strekke den med 10 cm.)

b. @&Svaret er nei! Kvantemekanikken forteller at avstanden mellom de to kjernene ikke kan
vaere skarpt definert. Usikkerheten i avstanden er minst nar oscillatoren er i grunntilstanden.
Forventningsverdien for avstanden mellom kjernene er da lik likevektsavstanden (som svarer
til et minimum for den potensielle energien for systemet). Avstanden er “sannsynlighets-
fordelt” omkring denne verdien, med en usikkerhet av stgrrelsesorden y/h/mw. Denne leng-
den gir ogsa skalaen for typiske “utsving” for denne oscillatoren (nar den befinner seg i en
av de laveste energiegentilstandene).
& Denne lengden er

h h 1.055 - 1034 i
= = m=36-10""m
me  Vmhw /1616731072702 (1.602 - 10-19)

Altsa vesentlig mindre enn 1 atomradius, som er av stgrrelsesorden 107° m

c. ®#For den makroskopiske oscillatoren er vinkelfrekvensen ' = (/k/M. Med k = %mwQ,
dvs w =/2k/m, Dblir altsa forholdet mellom de to energibelgpene

\/kM 16 - 1. 10-27
/ 1/ \/6 673 0~ =1.16- 10713,

hW 2k/m



TFY4215 - Lgsning gving 4 4

Avstanden mellom energinivaene for den makroskopiske oscillatoren er altsa hw’ = 0.2 eV -
1.16 - 1071 ~ 2.3 - 1071* eV. Sa disse energinivaene ligger virkelig tett! [Merk ellers at
moralen er at: Energinivaene for oscillatoren “skalerer” som M~/ 2]

& For forholdet mellom de to lengdeskalaene finner vi

Jh/Mw 1/4
VM (2m> ~ 48107,
\/ /mw

M
[S& her er moralen at den typiske lengden (for f.eks grunntilstanden) skalerer som M~/4 ]
Merk at lengdeskalaen for den makroskopiske oscillatoren da er ca 107! m. I grunntilstanden
for denne oscillatoren er usikkerheten i posisjonen omtrent sa stor som dette.

d. @&Med et utsving pa ,,,, = 10 cm er energien til den makroskopiske oscillatoren
E=1kal,, =1-123-10°(0.1)> Nm = 6.15 Nm.

Denne energien svarer til kvantetall i omradet

E_Ehw_6.15Nm 1

~ = — = . = 1.65-10%.(!
"N e’ T hwhe' | 026V 1.16-10-13 ()

[Kommentar: Ved a superponere stasjonere tilstander med kvantetall i dette omradet kan
vi bygge opp en bglgegruppe med en oppfersel som ligner pa den klassiske oscillasjonen med
et utsving pa 10 cm.]

Lgsning oppgave 15 Ikke-stasjonzer tilstand for partikkel i boks

a. @Da sannsynlighetstettheten |¥(z,0)[* er symmetrisk mhp midtpunktet av boksen, er
forventningsverdien av posisjonen ved t =0

()= L/2.

#Ut Fra kurven for |[¥(x,0)]? anslo oppgaveforfatteren (pa gyemal) usikkerheten A til
a ligge et sted i hogget mellom 0.12 L og 0.13 L. Men her gis du et betydelig slingringsmonn.
(Kommentar: En beregning vha Maple ga Az ~ 0.1199 L.)

b. &Vha de oppgitte formlene kan vi skrive begynnelsestilstanden pa formen

U(x,0) = \/781113” \/7\/7 sin— singzx)
= \/71/11 \/7"903

Begynnelsestilstanden er altsa en superposisjon av grunntilstanden og 2. eksiterte tilstand,
og koeffisientene er

K 1
= V10 ©8 “= V1o
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c. #Med U(z,0) =11 + c3tbs3 har vi for normeringsintegralet

/OL U*(z,0)¥(z,0)dr = /(01%01 + esths) ™ (crthy + cxby) d

— |af? / Epuda + |es)? / W¥badz + ey / ¥ byda + kompl.-kon.

De to fgrste integralene er lik 1 (normering). De to siste er lik null (ortogonalitet). Sa
1

9
/\I/*(x,O)\If(x,O)dx =l +lesl = 5+ 5 =1, qed

d. (i) Bolgefunksjonen har formen
U(z,t) = c1(t)1(x) + cot)ha(x),

med ¢ (t) = (3/v10) exp(—iE1t/h) og c3(t) = (—1/v/10)exp(—iEst/h). Ifplge sannsyn-
lighetstolkningen av utviklingskoeffisientene er de mulige maleverdiene for energien da

R’k RPr? nk3
B = L _ B, = 3 —9F
YT om T 2mL? ©8 7 om b,
og de respektive sannsynlighetene ved ¢ =10 er
9 1
Pi(0) = |ar(0)]” = 9 ©8 P3(0) = [e3(0)” = 10
#(ii) Forventningsverdien av energien ved t =0 er etter dette
9 1 9
E),=P(0)E, + P3(0)Es = — E1+ — E3 = - FE.
(E)o=P(0)EL + P5(0)Es TR

#(iii) Ved en maling av energien E,, etterlates systemet i tilstanden v, (x) = \/2/7[/ sin(nmz/L),
der n=1 eller 3.

& (iv) Da sannsynlighetene |c1(t)|* og |c3(t)|* er tidsuavhengige, blir svarene pa (i) og (ii)
(ved en maling ved tiden t) de samme som for ¢ = 0.

& B

e. ®Forventningsverdien av impulsen er

h OV
= [ U* - —— du.

Da ¥ er symmetrisk (ogsa for ¢ > 0), blir d¥/dx antisymmetrisk, slik at integranden er en
odde funksjon (mhp midtpunktet av boksen). Folgelig er (p,) =0, bade for t=0 og
senere.

#Videre er (fra E = K = p2/2m)

9 Oh2n? 3hm
2N=2m(E)Y=2m- -E = —— slik at  Ap, = ——=.
(p)=2m(E) 1 =T

Med estimatet Az ~ 0.13 L blir da
(Az)o(Apy) =T -0.13-3/v/5 ~ 0.55h.

[Kommentar: Siden produktet ligger sa neer minimalverdien, er det pa sin plass a regne det
ut med den mer ngyaktige numeriske verdien (Az)y = 0.1199 L. Med denne innsatt finner
en (Axz)o(Ap,) = 0.5054 7, som jo ligger sveert neer minimalverdien 7]
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Lgsning oppgave 16 Krumning og stykkevis konstante potensialer

a. Iet omrade hvor V' er konstant (lik V;), og E'—Vj er positiv (slik at omradet er klassisk
tillatt), har vi

W= (Vi By = k%, k=/2m(E - Vi)/h2.

Denne har to uavhengige lgsninger, cos kx og sin kx [alternativt exp(%ikx)], og den generelle
lpsningen kan skrives pa formen

W(x) = Acoskx + Bsinkzx
— ,/A2+B2<

coskx +

A B )
Ny Vi ’“)

A
A'(cos a cos kx + sin asin kx), (A’ =VA2+ B2, cosa= ﬁ, osv.> ,

= A'cos(kxr — a),

dersom vi velger a arbeide med reelle koeffisienter. Som vi har sett for den endimensjonale
boksen, krummer den sinusformede lgsningen “raskere” jo stgrre bglgetallet k er, dvs jo
stgrre K = E — V; er. For den sinusformede lgsningen kan vi altsa bruke bglgetallet som
et mal for hvor “raskt” lgsningen krummer.

Kommentar: Ut fra dette kan vi ogsa danne oss et begrep om hvor raskt 1
krummer i klassisk tillatte omrader hvor V' (z) ikke er konstant, ved a skrive

Y = 3 V(@) - Bl = ~[*h(a) P4,

der

“k(z) = \2mE - V(@))/h%, (B> V()

ikke er et bglgetall i egentlig forstand, men likevel gir et begrep om hvor tett
nullpunktene ligger. Se f.eks 15 side 57 1 boka. Se ogsa figuren side 58 [som viser
kvadratet (19)? av den 20. eksiterte tilstanden for den harmoniske oscillatoren.

b. For et klassisk forbudt omrade hvor V(x) er konstant og stgrre enn E, kan vi skrive den
tidsuavhengige Schrodingerligningen pa formen

2m

V=T (VB =R, m=2am(V - B)/W.

RT

Denne har to uavhengige lgsninger, e** og e ** slik at den generelle lgsningen blir av

eksponensiell type,
Y(z) = Ce ™™ 4 De"™.

Denne krummer utover fra aksen, raskere jo stgrre x er, dvs jo stgrre V — E er, eller om vi
vil: jo mer “klassisk forbudt” dette omradet er.
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Siden potensialet er uendelig for x > x5, skal bglgefunksjonen veere lik null i dette
omradet. For a gi en kontinuerlig egenfunksjon ma da lgsningen for omradet x; <z < x5
oppfylle kravet

1/]('172) — C//e—/i(x—xz) + Dllen(z—xz) — C// + Dl/ —0.

T=x2

I dette omradet har vi da
P(x) = D"(eF@7m) — emr@=m)y — oD sinh[k(z — 25)], q.e.d.

Enda enklere er det a merke seg at lgsningen ma veere en lineserkombinasjon av de to
uavhengige lgsningene sinh[k(z — x3)] og cosh[k(z — x3)], hvorav den siste ma forkastes
pga kontinuitetskravet.

c. (i) Dersom energiegenverdien F ligger lavere enn potensialverdien Vs i omradet —oo < z < z3,
ma egenfunksjonen i dette omradet oppfylle

1
V"= —5 Vs — Elp = K31, med f3 = o 2m(Vs — E).

Den generelle lgsningen i dette omradet er da
= Ce™® + (e "%,

Her ma C” settes lik null, fordi en egenfunksjon ikke far lov a ga mot uendelig (divergere),
hvilket exp(—r3z) gjor i grensen z — —oo. Egenfunksjonen har altsa i dette tilfellet formen

Y= Ce™*  for x < xs.

Denne gar eksponensielt mot null ute til venstre, er folgelig kvadratisk integrerbar, og
beskriver dermed en lokalisert og bunden tilstand.

(ii) Er energiegenverdien stgrre enn Vs i det samme omradet, blir lgsningen for x < x5
med et tilsvarende resonnement

1
Y = Asinksxr + Beosksr, med k3 = ﬁ\/Qm(E —V3).

Normeringsintegralet
T2
| )P
vil da divergere, og egenfunksjonen er ikke-lokalisert og beskriver fglgelig en ubunden til-
stand.
(iii) Dersom det klaffer slik at energiegenverdien er akkurat lik V3, har viat ¢” =0 for
x < x3. Den generelle Igsningen av denne er

Y= Ax + B.

Her ma visette A =0 for ahindre at ¢ divergerer i grensen = — —oco. Fglgeliger v = B
hele veien for = < x3. Her kan vi som nevnt anta at B # 0. Denne energiegenfunksjonen
er fplgelig ikke kvadratisk integrerbar, og beskriver altsa en ubunden tilstand.
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d. Da F; <V, har den tidsuavhengige Schrodingerligningen i barriereomradet formen

2m 1
/1/ — ?[‘/0 — E1]¢1 = K%¢17 med K1 = ﬁ\/Qm(Vb — 067%)

Denne har de to uavhengige lgsningene exp(+x;x) (alternativt cosh(kz) og sinh(k1z)). En
symmetrisk kombinasjon av exp(kz) og exp)(—kiz) har formen

Yy = LC1(e"* + e77) = () cosh(kyz).

=3
e.
Vi)
V=0 N V=0

7

/ =

2‘\/0 ‘ V=02

} I
| ' X
U ’,

1y, forestiller en energiegenfunksjon. I barriere-omradet ser vi at den krummer mot aksen.
Energien F ma da veere hgyere enn barriere-hgyden Vj. Vi ser ogsa at krumningen er svak
i dette omradet (forholdsvis lite bglgetall). Derfor ma F — V; veere forholdsvis liten, dvs E
er bare litt hgyere enn V4. I de to brgnnene pa begge sider av barrieren er bglgetallet stgrre,
og krumningen tilsvarende raskere. Vi merker oss ellers at lgsningen er antisymmetrisk, med
ett nullpunkt. Fglgelig har vi a gjore med forste eksiterte tilstand. (Grunntilstanden er
symmetrisk, uten nullpunkter.)

Den andre funksjonen, 1,, krummer som vi ser utover fra aksen nzer de harde veggene,
som er klassisk tillatte omrader (hvor krumningen skal vaere mot aksen). Sa dette er ingen
energiegenfunksjon.

f.

AVAV/ANAY
e

Fra de oppgitte kurvene ser vi at A\, = L/2, mens A\, =2L/7. Bolgetallene er altsa

x/ L

2 Arw T
ko= % = 21 by =
U A
Fra sammenhengen E — Vy = h*k?/2m har vi da at
m2h? m2h?

E,—Vy - 16 og E,—Vy = -49.

T omi? 2m L2
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g. (i) I barriereomradet, hvor F, = V(z) = V;, skal %i) veere bade linezer og symmetrisk,
dvs lik en konstant C' (som vi godt kan sette lik 1, dersom vi ikke bryr oss om normeringen).
For 0 <z <a; skal bglgefunksjonen veere sinusformet, med et nullpunkt for =z =0 og
med en kontinuerlig derivert for x = a;. I dette omradet skal vi altsa ha en kvart periode
av sinusen, slik at vi ma ha ka; = 7/2, der k er bglgetallet.

% (Z)
' o, =L
1 Q@A I i 1=2
5’1,“ | 1
| |
| | il o X
0 a, a+b Da, b

Vi har altsa

1 1 hr
%71':]@'&1:(11 ﬁ\/QmElzalﬁ 2mVj - a; =

(ii) Her skal ¢§Zl) veere linezer for ay < x < 2a9, og denne rette linjen skal “tangere”
sinuskurven for x = a,.

%(z‘)
7
~ gy

~

t ~
|
| .
0 . I } . ==p—p X
‘ 4 @ 22z
Da er det vel apenbart at sinusdelen av kurven utgjer noe mer enn en kvart periode, slik at
ao > aq.
[Vi kan bestemme ay ved a sette ¢ =sinkx for 0<x <as. I dette omradet er da

/Y1 = kcotkx. For ag <x <2as kan vi sette 11 = A(x — 2ay), og har da i dette
omradet at /Y1 = 1/(x — 2as). Kravet om kontinuitet av ¢ /1 gir da betingelsen

kcotkas = —1/ay, dvs kagcotkas =—1 (7/2 < kay < m).

Ved a prgve deg fram med kalkulatoren vil du finne at lgsningen av denne transcendente
ligningen er kas ~ 2.03, slik at as/a; =~ 2.03/(3m) ~ 1.29. |

Lgsning oppgave 17 Endimensjonal dobbelt-brgnn

a.
%y
f i I T | el
%
l — ‘/_\‘r > X

N_
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Vi merker oss at bade 1y og 1o krummer bort fra aksen i barriere-omradet; bade E; og
E5 er da mindre enn barriere-hgyden V4. I de tillatte omradene ser vi at bade i og 1, er
sinusformede, med tilnsermet like bglgetall. Dette betyr at FE, ~ F;. Fordi bade 11 og 1
har sma verdier i barriere-omradet, bidrar dette omradet lite til begge normeringsintegralene.
I og med at de to funksjonene er henholdsvis symmetrisk og antisymmetrisk, ma de da
ha tilnsermet like stor sannsynlighetstetthet i de tillatte omradene. Herav skjonner vi at
() = 11 (z) 1heyre brenn, og y(x) &= —1h1(x) i venstre brenn.

I barrierecomradet i midten ma ; veere en symmetrisk lineserkombinasjon av €% og
e " der k) = \/Qm(VO — Ey)/h?, dvs den ma ga som A cosh[r,2]. Forste eksiterte tilstand
1y skal tilsvarende veere en antisymmetrisk lineserkombinasjon av e2* og e 2% der ky =

\/Qm(VO — E,)/h?, dvs den ma ga som B sinh[rox].

xT

b. For t=0 har vida

(i, 0) = jﬁwm T dha(a)]

1 venstre brgnn.

{ V291 (z) i hgyre brenn
0

N
1 > X

T T 1

—

Dette betyr selvsagt at sannsynligheten for a finne partikkelen i hgyre brgnn ved ¢t =0 er
tilnaermet lik 1.
For t=T/2=nh/(FEy— Ey) er

e—i(EQ—El)t/FL — e—iﬂ' — _17
slik at 1
Ue,T/2) = 5 e (@) — @),
der

1 _J0 1 hgyre brgnn
ﬁ[wl () = alw)] ~ { V2¢,(x) i venstre brgnn.

Her er partikkelen like sikkert havnet i venstre brgnn. Sannsynligheten oscillerer altsa fram
og tilbake mellom de to brgnnene, med perioden 7" = 27h/(Ey — E), analogt med den
oscillerende sannsynligheten vi sa i oppgave 13.

Det nye her er at partikkelen tydeligvis er i stand til a forsere den klassisk forbudte bar-
rieren. Dette er et eksempel pa den sakalte tunnel-effekten. Dette er en ren kvantemekanisk
effekt, for klassisk ville en partikkel veere dgmt til a oppholde seg i én av de klassisk tillatte
brgnnene.

Det kan vises at energidifferansen Fs — F; blir mindre jo hgyere vi gjgr barrieren. Tiden
T/2 = wh/(Es — Ey) som partikkelen “bruker pa a komme gjennom barrieren” vil altsa gke
jo hgyere Vj er.
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c. Begynnelsestilstanden i denne problemstillingen kan vi tenke oss er preparert ved at
partikkelen er plassert i hgyre brgnn ved ¢ = 0. Ser vi ngyere pa tidsforlgpet mellom f.eks
t=0 og t=1T/2, finner vi at bglgefunksjonen (og dermed sannsynligheten) “lekker”
langsomt over fra den ene brgnnen til den andre. Ved t=T/4 er f.eks sannsynligheten
likt fordelt mellom de to brgnnene, som forklart i oppgaveteksten. Dette betyr selvsagt
ikke at partikkelen “deler seg”. Gar vi inn og undersgker hvor partikelen er ved et gitt
tidspunkt ¢, vil vi finne at den er enten til hgyre eller til venstre. (I prinsippet er det til og
med en liten sannsynlighet for a finne den i det forbudte omradet.) Det kan kanskje veere
lurt a tenke pa at bglgefunksjonen beskriver oppfarselen til et ensemble av slike systemer.
Ved t=T/2 har alle partiklene flyttet seg til venstre brgnn. Ved ¢ =T/4 er omtrent
halvparten til hgyre og halvparten til venstre. Fglger vi ett enkelt medlem av ensemblet,
kan ikke kvantemekanikken forutsi nar partikkelen passerer barrieren. Et halvklassisk bilde
av denne prosessen er at hver partikkel fyker fram og tilbake mellom den harde veggen og
barrieren, med en impuls p = £hk. For hver gang den treffer barrieren er det en viss (liten)
sannsynlighet for at den passerer. Denne transmisjons-sannsynligheten er mindre jo hgyere
barrieren er.
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Lgsning oppgave 18 Grunntilstanden i hydrogenlignende atom

a. Vi merker oss fgrst at vinkelderivasjonene i Laplace-operatoren gir null bidrag til V2,
siden v (r) ikke avhenger av vinklene 6 og ¢. Vi har at

2
% — Ce /o <_1> og M — Ce /. <1> 7

or a or? a?

slik at He blir

— o1 2 R’ n? 1  Ze
v © [ 2m. \a? ra MeQo T 2m.a? + r \mea 4meg v
Her ser vi at faktoren foran 1 pa hgyresiden kommer ut som en konstant bare dersom vi
sprger for at 1/r-leddet forsvinner, dvs dersom vi setter

dregh®  ag
a= =

mee?Z 7’

Med denne verdien for a er v altsa en egenfunksjon til Hamilton-operatoren H med egen-
verdien

h2 h2
— _ Z?_ 1.2 2 2 __ 2
E——2 ea2__2 ea%' ——506 meC - Z —ElZ .

Her har vi understreket de to praktiske uttrykkene for Rydberg-energien, som er ca 13.6
eV. Som vi har sett tidligere (i Tillegg 1) og som vi ogsa skal se nedenfor, kan vi bruke a
som et mal for utstrekningen av denne orbitalen. Her ser vi at denne “skalerer” omvendt
proporsjonal med Z, mens energien er proporsjonal med Z2.

b. Sannsynlighetstettheten
Bl = (ra) e

er maksimal i origo, og avtar som vi ser eksponensielt med gkende .

Vi ser ogsa at bade bglgefunksjonen 1 (r) og sannsynlighetstettheten |¢)(r)|? bare avhenger
av r, ikke av vinklene. Da ma det veere korrekt a si at orbitalen ¢ (r) er kulesymmetrisk
(ingen vinkelavhengighet). Siden operatoren L bare inneholder derivasjoner mhp vinklene,
finner vi at Lap(r) = 0. Tilstanden ¢(r) er altsa en egentilstand til L med egenverdi lik
null (Lyy(r) = 0-4(r)). Dreicimpulsen er altsé lik null i denne tilstanden. (Husk at i
Bohr-modellen var dreieimpulsen lik 7 i grunntilstanden.) *

Forventningsverdien av posisjonen, (r) =&, (z)+¢&,(y)+eé, (z), dvs “tyngdepunktet”
av den tredimensjonale sannsynlighetsfordelingen er ganske enkelt lik 0 nar sannsynlighets-
fordelingen er kulesymmetrisk.

‘ 2

!Den kulesymmetriske sannsynlighetstettheten innebzerer at elektronet er “snart her og snart der”. Klas-
sisk er dette vanskelig a forestille seg nar vi vet at dreiempulsen er lik null. Moralen er at de klassiske
forestillingene vare kommer til kort, her som sa ofte ellers.
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c. Normeringsbetingelsen er lett a bruke nar sannsynlighetstettheten er kulesymmetrisk
som her. Sannsynlighetstettheten er da den samme over alt i et kuleskall med infinitesimal
tykkelse dr og overflate 4mr?, slik at sannsynligheten for & finne elektronet i kuleskallet med
volum 4nr?dr er

Peoa(r)dr = 4mr? [ (r) Pdr = 4xr?|C? e~/ dr.

Normeringsintegralet kan vi da skrive slik:

1= / [v(r)|2d*r = /OO 4rr?|C)Pe” 2 dr = |C 247 (a)2)? /C>Q e " dr = |C|*ra®.
0 ——— 0
Prad(T)

Med et praktisk fasevalg har vi da C = (ma®)~1/2, slik at radialtettheten er

P _ 2 2 _ 4r? —2r/a
alr) = A2 () = T e
Merk at radialtettheten P.,q(r) er sannsynligheten pr “radius-enhet”. Legg ogsa merke til
at faktoren r? i denne formelen kommer av at volumet av kuleskallet er proporsjonalt med
r?. Dette er grunnen til at radialtettheten har sitt maksimum for r >0 (i motsetning
til sannsynligheten pr volumenhet, som jo er maksimal i origo for denne orbitalen). Ved

derivasjon finner vi at radialtettheten er maksimal nar

dPrad (T’)

e e 2 2r +12(=2/a)] = 0,

dvs for r=a. (Forr =0 er P.q = 0.) Ut fra dette kan vi si at den mest sannsynlige
avstanden mellom elektronet og “kjernen” for denne orbitalen er r =a =ag/Z, der ag er
Bohr-radien.

d. Analogt med beregningen av normeringsintegralet ovenfor finner vi at forventningsver-
dien av elektronets avstand fra kjernen er

(r) = [rlePdr = [~ rloe)Pamrdr = [ rPatr)dr.
0 0
Innsetting av formelen for radialtettheten gir

o0 4 oo 4 raN* [oe a 3
= [ rPaa(r)dr = = 3—27”/%1:()/ Seudu—2.31=2
(1) /o T Praa(r)dr el AL r=5lg) | wedu=7 =
som kan tas som ett mal for stgrrelsen av atomet nar det er i grunntilstanden. (Vi skal se
at det finnes flere slike mal for stgrrelsen.)

e. Det klassisk tillatte omradet er der hvor FE > V(r). For grunntilstanden er dette
omradet altsa bestemt av ulikheten
n? n? o1

— — - = r<2a.
2m.a? mMeQ T
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Figuren viser funksjonene exp(—2r/a) og (2r/a)*exp(—2r/a) (altsa [1|? og Praq(r) i noksa
vilkarlige enheter) som funksjoner av r/a. Vi har ogsa tatt med potensialkurven og en-
ergilinja (i vilkarlige enheter). Skjeeringspunktet mellom disse gir det klassiske vendepunktet
(venderadien blir det her). Sannsynligheten for a finne elektronet utenfor det klassisk tillatte
omradet er selvsagt arealet under kurven for P,,q(r), utenfor r/a = 2 (nar hele arealet settes
lik 1). Pa gyemal kan en vel ansla at arealet for r/a > 2 er ca 25 % av hele arealet under
kurven.

f. La oss regne ut sannsynligheten for a finne elektronet utenfor en radius 7¢:

00 4 00 00
Py = / Praa(r)dr = —3/ rle ¥/edr = %/ wle " du

o as Jrg 2ro/a

7“2 T
- %[(_UQ —2u— 2>6_u]c2>$o/a = (2;[; + 2;0 + 1)6_27”0/‘1.

For rg=2a fas Py, = 13e7* = 0.238. Sa overslaget ovenfor var ikke s& verst. (Men det
ma innrgmmes at fasiten var kjent.)

g. Ut fra den kulesymmetriske sannsynlighetsfordelingen for posisjonen er det fristende a
si at det hydrogenlignende atomet i grunntilstanden er kuleformet, eller i hvertfall “rundt”,
men uansett hvilken betegnelse vi bruker, far vi far prove a huske pa at det vi egentlig kan
uttale oss om er bglgefunksjonen og sannsynlighetstettheten, som begge er kulesymmetriske
i dette tilfellet.

Men i motsetning til en kule har dette atomet apenbart ingen “overflate”, som danner et
skille mellom atomets indre og omgivelsene. Sa selv om formen er kulesymmetrisk, ser vi at
det er vanskeligere & uttale seg presist om stgrrelsen, siden ||? jo i prinsippet er forskjellig
fra null for alle r (for et isolert atom). Det enkleste er vel a si at "radien” a er et mal
for storrelsen (og at ag er et mal for stgrrelsen av et H-atom; jf betegnelsen Bohr-radius).
Merk at for 7 = a er sannsynlighetstettheten redusert med en faktor €2, altsa ca 7.4 ganger
mindre enn i origo. Et annet mal for stgrrelsen er den inverse av forventningsverdien (1/7).
Denne forventningsverdien viser seg a veere 1/a (noe du lett kan kontrollere ved a regne
ut integralet [7°(1/r)Praadr), og antyder igjen at parameteren a er et fornuftig mal for
stgrrelsen.

Zumdahl refererer til en kuleflate som omslutter 90 % av sannsynligheten. Dette svarer
til en radius ~ 2.6 a; jf formelen i pkt. e, som gir P,~54, = 0.11.

Ovenfor sa vi at ogsa (r) = 3a/2 kunne tas som et mal for stgrrelsen.
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For hydrogen (Z = 1) ville en mer empirisk definisjon veere a ta utgangspunkt i mas-
setettheten for flytende hydrogen, og regne seg fram til en radius knyttet til en antagelse om
“tetteste kulepakning” (som i og for seg ikke er helt realistisk for vaeskefasen). Her, og ellers
nar H-atomet er “i kontakt med” (eventuelt bundet til) andre atomer, er det viktig a vaere
klar over at “elektron-tettheten” vil avvike fra den vi har for et isolert atom.

Kommentar til denne oppgaven: For endimensjonale problemstillinger har vi leert at
energiegenfunksjoner krummer mot aksen i klassisk tillatte omrader, rett og slett fordi den
relative krumningen er negativ i disse omradene ifglge den tidsuavhengige Schrodingerlign-
ingen: ¢ /¢ = (2m/h*)[V (x) — E]. Da kan det kanskje virke forvirrende at bglgefunksjonen
¥(r) o< exp(—r/a) i denne oppgaven krummer bort fra r-aksen for alle . Forklaringen er
som fplger: For et kulesymmetrisk potensial og for en kulesymmetrisk egenfunksjon (som
her) tar den tidsuavhengige Schrodingerligningen en annen form enn ovenfor:

d*>p  2dy
— — F d 2 = | — - .
R R
Her ser vi at bade ¢ og 1" inngar, sa vi kan ikke trekke de samme konklusjonene om krumn-
ing av 1) som i én dimensjon. Derimot skal vi se (i Tillegg 5) at funksjonen u(r) = riy(r)
oppfyller ligningen

' 2m

o ?[V(T) — B,
sa denne vil krumme mot aksen i klassisk tillatte omrader. Du kan jo more deg med a sjekke
at funksjonen r exp(—r/a) har denne egenskapen.

Lgsning oppgave 19 Modifisert boks

a. For a = L/2, dvs mens vi har det opprinnelige boks-potensialet, er

" _ 2mE1

1 — h2

wl = _quvbb

og lgsningen er som vi husker en halvbglge(-sinus) med noder i = = 0 og x = L, slik at
k1L = w. Grunntilstanden har da energien

For a = 0, dvs med potensialet V(z) = -V, = —(4h)?/(2mL?) for 0 < x < L, har vi
at
= 2D V() - Bl =~ 23 Vo + Bily =~k
Egenfunksjonen 1y og bglgetallet &y blir akkurat som ovenfor, men energien blir na
Ei(a=0) = 7;25 — Vo= (x?— 16)2:;;;

energien er na (selvsagt) senket med belgpet Vj, og er negativ.
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b. For det tilfellet at E; =0 ser viat V(z)= E; iomradene som “ikke er gravd ut”,
altsa for 0 <r <a og L—a<ax< L. Grunntilstanden 1, ma da veere linezr i disse
omradene, mens den krummer mot aksen for a < x < L —a (hvor E; —V(x) = Vg, slik at
dette er et klassisk tillatt omrade). I “overgangene” husker vi at lgsningen skal veere glatt
(dvs at 11 og ¥} og dermed ogsa ] /1 er kontinuerlige). Prinsippskissen blir da

cos [%(-92)]

|
[
!
|

X/

—t T
0.6 08 1

|

1

|
oL L
2 /0.
0 0.2 a//L 0.4
der kurven har kosinusform i midten og er lineser pa begge sidene.

c. Da Fj alltid ma ligge hgyere enn bunnen av potensialet, dvs FE; > =V (slik at =V —
E, < 0), har vi at

n o 2m

1= ?[—VO—EJ% = ki, for a<z<L—a.

(&

I dette omradet er altsa 1 alltid sinusformet. Da den dessuten skal vaere symmetrisk (med
hensyn pa midten av boksen), ma vi ha

Yy = Acos[ky(x — L/2)] for a<z<L-—a.

For tilfellet Fy = 0 ser vi at bolgetallet er

1 —— 4

(slik at k1L = 4). Det som bestemmer a; og dermed a;/L for dette tilfellet er kontinuiteten
av 11 og 11, og dermed av ¥ /11, i punktet = =a; (eventueltiz = L—ay). For 0 <z <a
er lgsningen som vi har sett lineaer,

wl
Y1 =Bx = -1 =-.
2/}lm:al_ a
For a <x < L —a har vi tilsvarende
Y _ ky tan(k L/2 (4 = —ky tan[k,; L(a;/L — %
E——lan[ 1(z — L/2)] = % +——1an[1 (a1/L - 3)].

Kontinuiteten gir altsa
1
— = —ky tan[ki L(a; /L — 1)] eller k1L % tan(k1 L(3 — a1/L)] =1, qed.,
a

eller, med kL = 4,
4%¢wD—MMM:L
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Noen forsgk med kalkulatoren gir
a1

— ~ 0.342.
L

[Figuren ovenfor viser den ngyaktige egenfunksjonen for dette tilfellet.]

Kommentar: Det kan veere av interesse a se pa grunntilstandsenergien F; som funksjon av a.
Figuren nedenfor er basert pa beregning for et utvalg av a-verdier. Ved disse beregningene
ma en skille mellom tilfellet @ < ay, som gir negativ energi E; og dermed en lgsning pa
formen Bsinh(kix) for 0 < x < a, ogtilfellet a; < a < L/2, som gir en lgsning pa formen
Bsin(qx) 1 det samme omradet.

1 Ee)E™

0.2

0 1
0.5

L

-0.27

-0.4

-0.6
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LOSNING OVING 7

L(Dsning oppgave 20 3-dimensjonal isotrop harmonisk oscillator

a. Med z=rcosf har viat
o 2
ooy = CaCy e ™" 120 cos b,

som er uavhengig av asimutvinkelen ¢, dvs rotasjonssymmetrisk mhp z-aksen. Faktoren

z = rcosf innebeerer samtidig at 1y, er antisymmetrisk mhp zy-planet. I dette planet er

bolgefunksjonen lik null. Derfor kaller vi dette et nodeplan for denne orbitalen.
Sannsynlighetstettheten for denne orbitalen kan skrives pa formen(e)

w(Z)m = (0301)2 et L cos? g = (0301)2 Cemmw(@+y?) | 2 —mwz [k

(i) For fastholdt r ser vi av det forste uttrykket at sannsynlighetstettheten er maksimal for

6 lik null og 7, dvs henholdsvis for 2z =r og z = —r. Da skjgnner vi at v? ikke kan vaere
maksimal utenfor z-aksen. Verdien av r i de to maksimalpunktene finner vi ved a derivere:
d
0= %(e’m“ﬂ/h'rﬂ) = .= mr/h, 2r(1 —r*mw/h) = r=/h/mw.

Sannsynlighetstettheten for denne orbitalen er altsa maksimal i to punkter pa z-aksen, med

z = +y/h/mw. (Den deriverte er lik null for » = 0 ogsa, men i origo er jo sannsynlighets-
tettheten minimal, ma vi si.) !

Dersom vi “roterer” funksjonen gy 90° rundt y-aksen, fas funksjonen 119, osv. De tre
egenfunksjonene har altsa samme form, bare rotert 90 grader i forhold til hverandre, og det
samme gjelder for sannsynlighetstetthetene. (Denne egenskapen henger selvsagt sammen

med kulesymmetrien til det isotrope oscillator-potensialet.)

b. Figuren forestiller “kotekurver” for tilstanden 119, som er rotasjonssymmetrisk mhp x-
aksen, men ellers har samme form som for de andre to tilstandene. Siden 19 er proporsjonal
med z, blir bildet i venstre halvplan et speilbilde av hgyresiden, bare med motsatt fortegn

pa .

b

L(ii) Vi kommer selvsagt fram til akkurat samme konklusjon ved & notere oss at sannsynlighetstettheten

kan skrives pa formen
_ 2 _ 2 _ 2
|w001|2 x e~ mwe /he mwy®/h 226 mwz /h.

De to forste Gaussfaktorne er maksimale for =0 og y =0, dvs pa z-aksen. Den z-avhengige faktoren
er maksimal for z = +4/h/mw.
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Antisymmetrien mhp yz-planet innebarer at dette er et nodeplan for denne tilstanden, hvor
Y190 = 0. Fra beregningen i pkt. a skjonner vi at “lengde-enheten” brukt i figuren er
b= /h/mw. [Langs “kotekurven” til hgyre i figuren er ¢ 19 % av max; til venstre er
motsatt like stor.]

nx=1ny=0,nz=0

Figuren over viser et 3D-plot av overflaten som svarer til rotasjon av kurvene i forrige figur.
Denne er laget vha matlab-programmet orbitalharm.m, som er lagt ut pa hjemmesiden.
(Figuren kan roteres i matlab.) Merk at flatene som forsgkes vist i denne figuren er hva
vi kan kalle “lik-sannsynlighets-flater” (analogt med ekvipotensialflater i elektrostatikken).
Selve bglgefunksjonen er positiv (og konstant) pa flaten til hgyre, og motsatt like stor (og
konstant) pa flaten til venstre.

c. Pariteten til den endimensjonale oscillatorlgsningen 1, (z) er (—1)". Pariteten til de
tredimensjonale lgsningene blir da

(_1>nz+ny+nz — (_1>N

(siden bade x, y og z skifter fortegn under paritetsoperasjonen). For forste eksiterte niva,
N = 1, har altsa alle de tre lgsningene negativ paritet. Det samme har vinkelfunksjonene
Y1m, noe som lett kan kontrolleres. (Pariteten til Y;,, er generelt (—1)%.)

d. Som nevnt side 3 i Tillegg 5 og i oppgaveteksten, gar det her an a finne energiegen-
funksjoner som samtidig er egenfunksjoner til dreieimpulsoperatorene L og L.. Dette betyr
at det i prinsippet er mulig a lage seg lineszerkombinasjoner av de tre egenfunksjonene (100),
(010) og (001) for forste eksiterte niva som blir simultane egenfunksjoner til H, L? og L..

Disse lineserkombinasjonene er lette a finne: Da z = rcos@ = r/47/3 Y19, kan (001) skrives
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pa formen
(001) = C2Cy re~ ™12 .\ Jaw /3 Yo = R(r)Yio(6, ¢).

(001) er altsa en slik simultan egenfunksjon, med m =0 (dvs L, = 0) og [ =1, (dvs
L? = 2h?). Da

r + iy = rsinf(cos ¢ & isin @) = rsin he*? = Fr\/87/3 Vi1,

fglger det videre at

qEJli[(loo) +i(010)] = C2C, re ™2 .\ A7 /3 Yiaq = R(r)Y141(6, ¢).

Moral sa langt er bl.a: (i) For et degenerert niva er energiegenfunksjonene ikke unike; vi
kan lineserkombinere i vilden sky! (ii) Dersom én av energiegenfunksjonene for et bestemt
niva kan skrives som R(r)Y}, (med [ =1 og m = 0 i det aktuelle tilfellet), vil det eksistere
slike funksjoner for alle m-verdiene for den aktuelle [-verdien (m = 0,41 i dette eksem-
plet), med samme radialfunksjon R(r). (Den underliggende grunnen er at radialligningen er
uavhengig av m-kvantetallet; se avsn 5.4 i Tillegg 5.)

e. For N=n,+n,+n.=2 (E=71hw)kan viha

(ngnyn.) = (200), (020), (002), (110), (101), (011),

altsa seks forskjellige energiegenfunksjoner, slik det ogsa folger fra formelen gy = (N +1)(N + 2)
for degenerasjonsgraden (se boka). Pariteten er 41 for alle disse seks energiegenfunksjonene.
Linezerkombinasjonen [(200) + (020) + (002)]/v/3 gar som

2h 2h 2h
ey P ey P T i |
muw

—muwr? /2R [41’2 .
mw mw mw

e

og er altsa en funksjon bare av r, dvs kulesymmetrisk. Da L2 bare inneholder derivasjoner
mhp vinklene, fglger det at denne lineserkombinasjonen er en egenfunksjon til L2 med egen-
verdi lik null, altsa en salkalt s-bglge (med [ = 0). Formelt kan vi skrive denne lineserkom-
binasjonen pa formen Ry—j—o(7)Ypo. (Husk at Ypo = 1/v/47 er vinkeluavhengig.)

f. Vi merker oss at lineserkombinasjonen ovenfor har paritet +1, i likhet med Yy,. Av
de seks opprinnelige energiegenfunksjonene kan vi totalt danne seks uavhengige lineserkom-
binasjoner, altsa fem andre, uavhengige lineserkombinasjoner i tillegg til den vi nettopp
har sett pa. Alle disse har positiv paritet, i likhet med vikelfunksjonene Yy, og Ys,,, for
m=2,1,0,—1,—2. Da er det vel lett a gjette seg til at det i tillegg til lineserkombinasjonen
ovenfor eksisterer fem andre lineserkombinasjoner av de opprinnelige egenfunksjonene, av
typen
RNZQJZQ(T)}/QWL(Q, gb), m = —2, —1, O, 1, 2.

Kommentar 1: Som et eksempel kan du legge merke til at

1
Y21(0,¢) = —\/87? sin 0 cos 6(cos ¢ + i sin ¢)
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er proporsjonal med (zz+iyz)/r?. Da skjgnner du kanskje at (101)+4(011) er proporsjonal
med Yo;.
Kommentar 2: Generelt har vi for en gitt [-verdi 2/ 4+ 1 mulige m-verdier:

) 01 2 3 4 5 osv
#m 1 3 5 7 9 11
paritet | + — + — 4+ —

For 3. eksiterte niva (N = 3, paritet —) har vi g3 =3-4-5=10 tilstander [(300), (030)
osv]. Da er det vel klart fra tabellen ovenfor at disse kan linezerkombineres til en “triplett”,
Ry—3,=1(r)Y1m(0,0) for 1 =1 ogen “septuplett”, Ry—_3,;-3(r)Ysm (0, ) for 1= 3.

For N =4 (paritet +) har vi g4 = % -5-6 =15 tilstander. I tabellen kan du legge
merke til at antall tilstander for [ =0,2 og 4 til sammen er 1 +5+ 9 = 15.

Lgsning oppgave 21 Litt mer om den hydrogenlignende grunntilstanden

a. Er vist i oppgaveteksten. Det eneste vi trenger er relasjonen [(F'W,)*Wodr = [ UF FW,dr
for en hermitesk operator F', som gir

Jvvdr = [Gv) G,

OSV.

b. Med 9(r) = (ma®)"/2exp(—r/a) finner vi at

d —1 h? h?
Vi) =& glr) =& () " slikat (7)< [|VoPar =5 [uted'r = o
Da blir rms-hastigheten for elektronet
h Zh e?
rms — 2) = 2 e — = = =7 , .e.d.
! \/<V ) \/<p /m mea  my - Amegh?/(mee?) Amegh ac de

[ den kvantemekaniske beskrivelsen har elektronet ingen klassisk bane r(t) og ingen velde-
finert hastighet v(t) = dr(t)/dt, men vi kan vel veere enige om at det ikke er i ro? (Rms-
hastigheten v,.,,s er tross alt av stgrrelsesorden 10 m/s selv for Z = 1! For store Z ser vi at
den blir en betydelig andel av lyshastigheten. Beskrivelsen bgr da egentlig forega ved hjelp
av relativistisk kvantemekanikk.) Merk ellers at dreieimpulsen er lik null i grunntilstanden,
sa bevegelsen kan ikke ha karakter av en rotasjonsbevegelse.

c. Forventningsverdien av den kinetiske energien blir

_(p?) W

=5 2:—Ez+mﬁaﬁﬁ.
Me mMea

Forventningsverdien av 1/r finner vi slik:

1 1 e 1
(1/r), = /w;k = d’r = —3/ e~ Amrtdy (x =2r/a)
r 0

ma r
1

00 1
= f/ e ‘rdr=—, q.e.d.
0 a

a

q.e.d.
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Da blir ) )
Zh® /1 h
(V),=— <>:— 5 = 2F, qed.
Meag \ T Me
For grunntilstanden har vi altsa
(K)=—-F=|E| og (V) =2FE.

[Disse relasjonene viser seg a holde for alle de bundne energiegentilstandene for det hydro-
genlignende atomet. ]

Lgsning oppgave 22 Begynnelsestilstand v, (r) = (7a®) "'/ exp(—r/a) (with Z = 1)

a. Som nevnt i oppgaveteksten er

h2 Qo

mead a

Qo
= < >a,o ;7

(V)=

a

der (V )ao ~ —27.2 eV, sa jo mindre a vi velger for den preparerte tilstanden ,, desto mer
negativ blir (V') . Sa det gar an a oppna lavere potensiell energi enn i grunntilstanden, Og
det gar an a finne en tilstand som ligger neermere kjernen enn grunntilstanden, vilkarlig neer
faktisk, fordi vi i prinsippet star fritt til a preparere en tilstand med vilkarlig liten a. Men
som vi skal se — dette straffer seg!
Fra forrige oppgave har vi nemlig
2 2 9 2

w__h @z+13.6e\/% x -

2m 2mea?  2mead a?

(K) _(P’),

a

Her ser vi at jo mindre a vi velger — dvs jo mindre omrade vi skviser begynnelsestilstanden
¥, inn 1 — desto stgrre blir (ngdvendigvis) gradienten og dermed kvantevillskapen. Dette
er akkurat hva vi matte vente ut fra uskarphetsrelasjonen.

Velger vi f.eks en begynnelsestilstand som er “halvparten sa stor” som grunntilstanden
(a = ap/2), ser vi at kvantevillskapen gker med en faktor 4, mens storrelsen av (V') bare
gker med en faktor 2:

(K )yggjo = 544 eV, (VD)iaagp ® —544eV, = (E),_, »=0.

Sa det vi har “vunnet” i form av lavere potensiell energi blir mer enn oppveid i form av gkt
kinetisk energi.

Prgver vi omvendt a “strekke” begynnelsestilstanden, ved a velge a = 2ag, ser vi at
resultatet blir

(E)

a=2ag

1 1
=(K+V)~ 7 136eV+ - (-272) eV:—i-13.6 eV,

som igjen ligger hgyere enn energien for grunntilstanden.
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b. At

(B)u= (K +V), = o (8- 20)

* 2mead \ a? a

ma ha et minimum for en viss verdi av a, skjgnner vi straks ved a lage prinsippskisser av de
to bidragene som funksjoner av a. Ved a derivere finner vi at

O(E n? ai  2a R 2a a
Ey > L+ = 20(—0+1>.
da 2meag 2meag a a

asd a?

Denne er ganske riktig negativ for a < ag, positivfor a > ay oglik null for a = ay, hvor
(E), altsa har sitt minimum.

Figuren nedenfor viser forventningsverdiene av K, V og E i enheter av Rydberg-energien
h?/(2mea?) = 13.6 eV, som funksjoner av a/ag. Her ser vi hvordan (V') gar som —2ao/a,
mens ( K ) gar som (ap/a)?. Dette betyr at (V') og ( K') vil dominere for henholdsvis store
og sma a, og da ma summen av disse ngdvendigvis ha et minimum, som altsa opptrer for
a = agp.

%2 -1 2
(szeo.f) (K)a : %,%

2
_a _ 2a
a2 a

SED minimal
o) S V) -~ 2

|
N
|

Moral og utfyllende kommentarer

e Moralen i denne historien er at vi alltids kan preparere atomet i en begynnelsestilstand
(14) som har mindre utstrekning (og lavere (V')) enn grunntilstanden, men kvantevill-
skapen sgrger da for at ( E') blir stgrre enn grunntilstandsenergien. Det koster altsa
energi a “skvise” systemet, og forsavidt ogsa a “strekke” det; grunntilstanden repre-
senterer et energiminimum. Denne egenskapen henger som vi ser ngye sammen med
kvantevillskapen. Derfor kan vi gjerne si at det er kvantevillskapen som hindrer atomer

og sma og store molekyler i a kollapse, ved at elektronene “detter” inn mot kjernene.
2

2 At atomer og molekyler ikke kollapser frivillig er én ting; en annen ting er at de kan presses sammen pga
ytre trykk. Det er dette som skjer i kompakte stjerner, og ved dannelsen av ngytronstjerner, hvor elektroner
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e Det er en enkel sak a vise (ved innsetting) at av funksjonene ¢,(r) er det bare 1),
(grunntilstanden) som er en egenfunksjon til H. Sa med en “skviset” begynnelsestil-
stand ¥,(r) (med a < ag) far vi en ikke-stasjoneer tilstand. For ¢ >0 vil en slik
tilstand straks begynne a “ese ut”.

e Finnes det andre “lure” begynnelsestilstander W(r,t = 0) enn de vi har undersgkt
her, som kan tenkes a gi lavere ( E') enn for grunntilstanden? Svaret er nei, og be-
viset er enkelt: Uansett hvilken lur tilstand ¥ vi velger ved t =0, sa kan denne
utvikles i energiegentilstandene for dette atomet. Disse kan vi for enkelhets skyld kalle
1, 19 0sv, med energiene Ey, Ey osv, der E) er grunntilstandsenergien. Vi har altsa

v = Z Cnn,
n=1

der |c,|? er sannsynlighten for & male energien FE,. Vha disse sannsynlighetene kan
forventningsverdien av energien for den lure tilstanden uttrykkes slik:

<E>\Il = Z |CTL|2En (El < E2 S Eg, )
n=1

> B le)? = Er.

Uansett hvor lure vi er, blir altsa ( E') stgrre enn grunntilstandsenergien. (Likhetsteg-
net gjelder bare nar vi velger W lik grunntilstanden 1),,.) Sa grunntilstanden represen-
terer virkelig et energiminimum. (Mer om dette finner du i boka side 154, men det er
utenfor pensum i dette kurset.) Moralen er at grunntilstanden svarer til et energimin-
imum. Dette gjelder ikke bare for H-atomet, men for alle systemer, som f.eks tyngre
atomer, molekyler osv.

e For eksemplet med 1),,/2, som ga (E) =0, skjsnner vi na at det ma vaere betydelige
sannsynligheter for & male F > 0, som vil svare til at elektronet stikker av (havner
i en kontinuumstilstand).

og protoner “presses” til a “konvertere” til ngytroner, ved sakalt invers S-desintegrasjon:

pte —n—+re.
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L(z)sning oppgave 23 Vinkelfunksjoner, radialfunksjoner og orbitaler for hydro-

genlignende system

a. (al): Ved kontroll av egenverdiene kan vi se bort fra normeringsfaktorene. Vi finner
da at

~2 9? 0 1 0?
L — _R2 = — - =
cos h (892+C0t989+sin298¢2>cose
= —n? (—cos@ + C,OSQ - (—sinf) + O) = 2h* cos .
sin 6

Konklusjonen er at cos  (og dermed Yg) er en egenfunksjon til L2 med egenverdi 2%, Dette
stemmer med fasiten, som sier at egenverdien skal veere A%I(1+1) = A% - 1- (1 +1) = 2h°.

Tilsvarende finner vi at 5 9
L. cos = — — cosf = 0;

egenverdien er altsa lik null, som stemmer med fasiten mh for m = 0.
For Yi4; finner vi tilsvarende

~ . h O ) )
L, sinfet® = = Gigb sinf e = 47 - sin 6 e*%?,
7

som stemmer med fasiten mh for m = £1. Videre finner vi

~ - 0? 0 1 0? -
2 +ip 2 : +i
L Sll’l(9€ = —FL (am—l—cotew—i-smmfw)sm@e ¢
0? 0 1 ,
- _ 2 ¥ -~ - : +i¢p
n (602+60t960+sin20 ( 1)>s1n«9@
1 .
= —h?|—sinf+ C(,)SH cos b — — eti?
sin 6 sin 6

—sin?6 ) )
= i (— sin 0 + S,m ) et = 2h% . sinf e*?.
sin 6
Altsa er sin @ e*® (og dermed Y;,) egenfunksjoner til L2 med egenverdi lik 2h2, slik fasiten
sier.
(a2): Kontroll av normeringen:
3

2T T
/|Y10!2dQ = E/o d(b/o cos? @ - sin 6df [sin 0df = —d(cos )]

= —/ cos” 6 - d(cosf) = 1.
2/

2 s
/|Y1i1|2d§2 - 3/0 dgb/o sin? 6 - sin 0d6

8T
3 1
= f/ (1 — cos® §)d(cos ) = 1.
4/
(a3): Ortogonaliteten folger av at de tre funksjonene er egenfunksjoner til L, med
forskjellige egenverdier; jf regel (2.26) side 28 i boka.
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b. (bl): Erfaringen fra endimensjonale energiegenverdi-problemer er at krumningen og
dermed energien gker med antall noder. Siden radialligningen for w(r) for en gitt [ har
endimensjonal form, er det da helt naturlig at energiene for en gitt [ er strengt stigende med
stigende radialkvantetall (nodetall) n,.

(b2): Med u = Cr?e~"/?® finner vi at

2 2 2
u = Ce "/ (—; + 27") og u'=Ce /% <r _Ty 2) .
a

Innsatt i radialligningen for u gir dette

2 2 2 2
0 = Ce*T/Qa [_h <T_2T+2>_|_7OQ (_ h + 2h )-ETZ]

2m. \4a? «a

— Cer/Za 7,2 . h2 _E
8mea? ’

Konklusjonen er at u er en lgsning av radialigningen, med energiegenverdien

h2

E———
Smea?’

som er en firedel av energien i grunntilstanden, og som svarer til hovedkvantetallet n = 2.
(b3): Normeringskravet er

L= [ o2t = [ [YimPPd2- [ [RO)Prar.
0
Da vinkelfunksjonene er normerte til 1, blir normeringskravet til radialfunksjonene
1 :/ r?|R|*dr :/ lul|?dr = |C’|2/ rte~dr = |C)2a® - 4.
0 0 0

Vi oppnar en normert radialfunksjon ved a velge

1
V2445

Ved sammenligning vil du se at dette stemmer med formlene side 107 i boka (og med tabellen
i oppgaveteksten).

(b4): For Rs3 er antall noder n, =n—1—1=5—-3—1 =1, sa denne gir opphav
til én kuleformet nodeflate (jf eksemplet i pkt. h). Ry er fri for noder, og gir derfor ingen
kuleformet nodeflate. For Rs, er radialkvantetallet tilsvarende n, =0, sa denne radial-
funksjonen gir ikke opphav til noen (kuleformet) nodeflate (jf eksemplet i pkt. i).

(b5): Fra formelen n =1+1+n, folger det at den storste [-verdien for et gitt hoved-
kvantetall er [,,,x = n — 1. Den minste [-verdien er lik null. Fglgelig kan radialkvantetallet
n, maksimalt vaere lik n — 1. (Jf tabellen med radialfunksjoner.)

c. (c1): ¢-avhengigheten til de sfeeriske harmoniske Y, er generelt gitt av faktoren ™?.
(c2): For m =0 er altsa funksjonene Y}y uavhengige av ¢, dvs rotasjonssynmmetriske mhp
z-aksen. (c3): Det samme gjelder apenbart for tallverdiene |Y,,| av de sfeeriske harmoniske,
og dermed ogsa for |1,;,,| og sannsynlighetstetthetene |1,,,,|?.
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(c4): Vinkelfunksjonen i polardiagrammet er forskjellig fra null for 6 =0, og ma folgelig
ha m = 0 (siden Y}, er proporsjonal med sin™ @). Da den er lik null bare for 6 = 7/2,

ma det veere cosf; altsa mangler bare faktoren (/3/4m pa at det er Yio. (Alle de gvrige
funksjonene Y inneholder polynomer av hgyere grad i cosé, og er derfor lik null for flere
vinkler 6.)

(c5): Funksjonen +/47/3Y)9 = cosf er positiv (negativ) for positive (negative) z.

(c6):

0.5

041

0.3

0.2

0.1

0.1

0.2

-0.3

-04

-05F

I L 1 ! I I I
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

Figuren viser polardiagrammet for funksjonen

\/3/8m Y1 11| = sinb,

denne gangen bare for 0 < # < w. Som du sikkert skjgnner, er ogsa dette en sirkel. Nar
denne roteres en runde rundt z-aksen, fas en torus.

d.

Fig 1 Fig2 Fig3 Fig4

LB

(d1): I figur 1 er m =0, siden |Y| er forskjellig fra null for 6 =0. (d2): Vi ser videre
at |Y] er lik null for tre §-verdier i intervallet 0 <@ < 7. Vi har altsa [ —|m| =3, for
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0 = %7‘(‘ og for to andre vinkler, i naerheten av 40-50 grader og m — 40-50 grader. Fglgelig er
graden av polynomet i cosf lik 3, slik at [ — |m| = [ = 3. Sa polardiagrammet til venstre
viser vinkelfordelingen |Y30|. I tabellen ser vi at Y3y er proporsjonal med cos6(5 cos? 6 — 3).
Dette polynomet har nullpunkter for 6 = %’N og for

0 = +arccos /3/5 = £39.23°,

og vi ser at dette harmonerer med diagrammet. (d3): I figurene 2-4 er de tilsvarende
antallene av nullpunkter (for 0 < 6 < m) henholdsvis 2,1 og null. Sa disse viser henholdvis
Vs 11], |Y342| 08 |Y3433].

(d4): Fig 1 (Y30) gir for det forste et nodeplan i zy-planet, for det andre to kjegle-
formede nodeflater med toppvinkler bestemt av vinklene nevnt ovenfor. Fig 2 (Y3 41) gir to
kjegleformede nodeflater. Fig 3 (Y5 12) gir har xy-planet som et nodeplan, og Fig 4 (Y3 43)
gir ingen nodeflate (men har z-aksen som en nodelinje, om du vil).

e. (el): Orbitalen )y, = 1910 er antisymmetrisk med hensyn pa origo (dvs mhp romin-
versjon), og slik skal det veere. Pariteten bestemmes av vinkelfunksjonen, og pariteten til
alle vinkelfunksjoner med [ =1 er negativ (generelt (—1)!). (e2): zy-planet er nodeplan.
(e3): Pa den gvre nodeflaten har 2p,-orbitalen 199 en konstant positiv verdi; pa den nedre
flaten like stor og motsatt verdi. Fordi bglgefunksjonen er kontinuerlig, kan de to flatene
ikke veere i kontakt. (Jf konturkurvene i pkt. f.)

f.  (fl): Smultringen har ingen nodeflate.

(f2): Viser at orbitalen v, er gitt ved samme formel som 2p,-orbitalen, bare med =z iste-
denfor z. Formen til de to orbitalene er derfor ngyaktig den samme, bare med den forskjellen
at 2p,-orbitalen er rotasjonssymmetrisk mhp z-aksen. Tilsvarende har 2p,-orbitalen samme
form med y-aksen som symmetriakse. Figuren viser 2p,-orbitalen

2px

20

40

60

60
80 40
20

%@
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(g1): Denne orbitalen er et produkt av vinkelfunsjonen /3/47 z/r = p, og en radialfunksjon
som tydeligvis har et nullpunkt, og som derfor ma gi en kuleformet nodeflate. Sa radial-
kvantetallet er n, = 1. Hovedkvantetallet blir da

n=Il+1+n.=1+1+1=3.

h. (hl):

Siden Y;3 har m =3, ma dreieimpulskvantetallet [ minst veere lik 3. (h2): Siden denne
vinkelfunksjonen Yj3 ikke har nullpunkter (unntatt ved ”polene”), ma den inneholde et poly-
nom i cosd av grad [ — |m| =0. Folgeliger [ =3. (h3): Fra figuren framgar det videre
at radialfunksjonen har ett nullpunkt. Dermed ma hovedkvantetallet veere
n=Il+14+n=3+1+1=5.
(h4): Fra figuren (med farger) ser vi at orbitalen har negativ paritet, dvs skifter fortegn
nar vi beveger oss fra r til —r. Dette harmonerer med at pariteten til Y}, generelt er (—1)".
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i.  (i1):

Faktoren cos3¢ forteller at Y3 er inne i bildet. Fglgelig kan ikke [ veere mindre enn 3.
Samtidig er [ <n—1=4. Sal ma veere lik 3 eller 4. Fordi orbitalen tydeligvis har xy-
planet som nodeplan, ma den inneholde et polynom i cos@ av grad 1 (altsa rett og slett en
faktor cosf). Vi har altsa [ —|m| =1, dvs [ =4. dette harmonerer med at pariteten er
positiv.

Lgsning oppgave 24 Ehrenfests teorem

a. Da kraften F =-VV = —mge, peker i negativ z-retning, fglger det fra Ehrenfests
teorem at

Lre) ) g = ()= (pa)y=0 o8 (p)=(ps)o =0,

dt dt
slik at
dil:tw:dizf):o = (r),=(2)g=0 og (y),=(y)=0

For z-retningen finner vi at

d(p.)
dt

= —mg — <pz>t: (pz;)o—mgt:m(vo—gt),

slik at
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b. Fra formelen for tidsutviklingen av forventningsverdier,

d i /o= = ~
%<F>:ﬁ<[H,F]>+<8F/8t>.
ser vi straks at IE .
art =3 () =0

idet Hamilton-operatoren for den isotrope harmoniske oscillatoren,

— R (02 20 L2
H=_-——|= = Y 1 2.2
om (67“2 + 7’87") + 2mr? T+,

er tidsuavhengig (aﬁ /0t = 0). Energien E er altsa en kvantemekanisk bevegelseskonstant.
Da Hamilton-operatoren for et kulesymmetrisk potensial kommuterer med alle komponen-
tene av i, er ogsa L en slik bevegelseskonstant, i den forstand at

(L)=¢,(L,)+¢e,(L,)+¢é.,(L,) ertidsuavhengig. Om (r) og (p) vet vi at disse
oppfaorer seg klassisk for en harmonisk oscillator. Dette betyr at de oscillerer, og folgelig ikke
er bevegelseskonstanter.

c. Fra Ehrenfests teorem finner vi at

Den generelle lgsningen er

d{z),

pra mwA., cos wt — mwB, sin wt.

(2),=A.sinwt+ B,coswt = (p.),=m

Tilsvarende for de to andre retningene. Begynnelsesbetingelsene (z), = (p.), =0 gir da
A, =B,=0, slikat (z),=(p,),=0.

For z-retningen gir betingelsene (x), =29 og (ps), =0 at B, =xp og A, =0, slik
at
(), = xocoswt og (P ), = —mwzg sinwt.

For y-retningen gir betingelsene (y), =0 og (p,),=p0 at B, =0 og mwA, = po,
slik at

Po .
(y)t:%smwt og (py ), = pocoswt.

Dette betyr at (r), beveger seg i en ellipsebane i zy-planet, med halvaksene z i z-retningen
0g po/mw 1 y-retningen. Dersom vi velger py = mwzy, blir de to halvaksene begge lik z,
slik at (r), beskriver en sirkelbane med radius zy og med vinkelfrekvens w.

d. Som fgr nevnt, er koordinater og impulser for en harmonisk oscillator ikke kvante-
mekaniske bevegelseskonstanter; forventningsverdiene av disse observablene vil generelt os-
cillere ngyaktig pa samme mate som de klassiske stgrrelsene. At (z) og (p,) her ble tid-
suavhengige, skyldes at vi valgte dem lik null ved t =0, og da blir det jo ingen oscillasjon.



TFY4215 - Igsning gving 9 1
LOSNING OVING 9

L(Dsning oppgave 25 Om radialfunksjoner for hydrogenlignende system

0.6
Radial functions u(r) in arbitrary units

u

04+ Effective potentials and energies in units of $ihbar*2/(2ma”*2)$
2
0.6+ 1
0 5 10 15 20 25 30
r/a

a. (al): De effektive potensialene Vi (r) for 1=0,1,2,3 er gitt av kurvene 1,2,3.4, i
denne rekkefglgen.

(a2): Energiene F,, F3 og F, er i enheter av h*/(2ma?) gitt ved henholdsvis —1/4, —1/9
og —1/16, som svarer til linjene merket hhvis 5,6 og 7 i diagrammet.

(a3): For sma r ser kurven for u, ut til a veere lineser i . Da oppfarselen for sma r
generelt er w ~ "1 har vi altsd [ = 0. Vi har altsa med en s-tilstand & gjore.
Funksjonene u,,(r) oppferer seg som endimensjonale bglgefunksjoner, dvs de krummer mot
(bort fra) aksen i klassisk tillatte (forbudte) omrader, hvor energien E er stgrre enn (mindre
enn) det effektive potensialet Vi (r). Den relative krumningen skifter altsa fortegn ved
de klassiske venderadiene, hvor energilinjen skjaerer potensialkurven Vi (r). Den aktuelle
kurven skifter relativ krumning for r/a omtrent lik 16-18. Dette svarer til et skjeeringspunkt
mellom Fj3-linjen og potensialkurven for [ =0 (og utelukker de andre energiene). Energien
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er altsa Ej3, og hovedkvantetallet er n = 3.

Fra figuren ser vi ogsa at antall nullpunkter for r >0 er n, = 2. Ifslge sammenhengen
n=1[0+1+mn, skulle vi da ha [=n—-—n,—1=0, og dette stemmer med det vi fant
ovenfor.

(a4): Radialfunksjonen u, skifter relativ krumning for r/a~4 og for r/a = 15.
Dette stemmer noenlunde med skjeeringspunktene mellom “energilinjen” FEj3 (for n = 3)
og det effektive potensialet V% for [ = 2. Ifglge relasjonen n =1+ 1+mn, skal vi da ha
n, =0, og dette stemmer jo med at u, ikke har noen noder.

(ab): For n=3 kan viitilleggtil =0 ha [=1 (med m = 0,4£1) og (=2
(med m = 0,41, £2). Antallet orbitaler ¢, for n =3 eraltsatotalt g3 =1+3+5=09.
(Dette er den sakalte degenerasjonsgraden for 2. eksiterte niva Ej.)

b. (bl): Venderadiene er der hvor E, = Vk(r). For =0 er E, lik V(r) bare for én
r-verdi; den ytre venderadien:
r = 2n%a.

(Her er det ingen indre venderadius; hele omradet 0 < r < 2n?a er klassisk tillatt. Merk at
den ytre venderadien er r = 18a for n = 3; jf kurven w,.)
(b2): For [ >1 finner vi ved & multiplisere ligningen
o1 R* 1 RA(L+1)

2ma?n? mar | 2mi?
med 2mr?/h* fglgende betingelse:

1
7(5)2—22+1(z+1>:o.

n2‘a

De to lgsningene av denne annengradsligningen er hhvis indre og ytre venderadius:

r=n’a (1 T \/1 — 11+ 1)/712) , q.e.d.

For n=3 og [ =2 erindre og ytre venderadius da gitt ved

r=n2a <1 == \/1 — (1 + 1)/n2) =9 (1 + \M) ~ { 134?22 ’

og dette stemmer rimelig bra med det vi leste ut fra figuren for lgsningen w,.

L(Dsning oppgave 26 Generaliserte p-orbitaler for hydrogenlignende system

a. Siden 19y er rotasjonssymmetrisk mhp z-aksen, er den symmetrisk mhp xz-planet. Da
Yapy er antisymmetrisk mhp det samme planet, fglger det at integranden i indreproduktet

<¢2p§(7¢2p§/> = / ¢;pﬁ¢2pyd37“

er antisymmetrisk, slik at de to orbitalene er ortogonale.
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b. Siden 99, er en lineserkombinasjon av de tre orbitalene to,%, 1opy 08 Yaps, er den i
likhet med disse en egenfunksjon til L? med egenverdi lik 2A%, dvs en [ = 1-tilstand eller
p-orbital. Omskrivingen

3 3
Vopn = Rm(r)\lﬂ (nyx +nyy +n,2) Jr = RQl(T‘)1/E h-f

viser at denne orbitalen har ngyaktig samme form sett fra den positive n-aksen som g,
har sett fra z-aksen. Denne orbitalen er altsa rotasjonssymmetrisk med hensyn pa n-aksen
og antisymmetrisk med hensyn pa et plan gjennom origo vinkelrett pa n-aksen.

C.
Tz Tz

For n=2 er
Yopa = NapWPapx + Nythopy + Noops = Yops.

Om vi er enige om at denne har “retningen” z (fra blatt til rgdt), sa ma orbitalen til hgyre ha
“retningen” n = —2z. (Dette gir ganske riktig ¥g,(_z) = —t)ops.) For n = {1/v/2,1/V/2,0}
ligger retningsvektoren tilsvarende i zy-planet og danner vinkler pa 45 grader bade med x-
og y-aksen.

d. Indreproduktet mellom ¥gpn 0g by er

< Vapa, Vi > = (naWPapx + NyPapy + MVaps , kataps + kythopy + kotbops )

= ngky +nyk, +n.k, = Ak = cos 0.

Vi ser at de to orbitalene er ortogonale bare dersom vinkelen mellom de to symmetriaksene
er lik 90 grader, slik vi har f.eks for 1o,% 0g Vay.

L¢sning oppgave 27 sp3-orbitaler, eksempel pa hybridisering

a. Nar ¢(r) er en paritetsegentilstand, dvs symmetrisk eller antisymmetrisk mhp rominver-
sjon, blir [¢|? = ¢™¢ symmetrisk, og integranden z|¢|* antisymmetrisk. Integralet (z ) blir
da lik null, og tilsvarende for (y) og ( z). “Tyngdepunktet” (r) av sannsynlighetsfordelingen
|9|? ligger altsa i origo for alle paritetsegentilstander.
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b. Normering:

(v, ¢) = <C¢2s+v1—c2”¢2pz70¢2s+ V1—02¢2p2>

= 62<w257w2s>+(1_62)<w2p2>w2pi>+c\’1_62'2%e<¢257w2pi>
= A+1-c+0=1, qed.

Da 15, 0g by, er energiegenfunksjoner med energi  Ey = —fa®m.c?/2%, blir ogsa lineserkom-
binasjonen % en slik energiegenfunksjon.

Bade 195 0g 1)9ps er rotasjonssymmetriske mhp z-aksen, og da blir ogsa 1 det. Denne
rotasjonssymmetrien innebaerer ogsa at |1)|* er symmetrisk mhp yz-planet og mhp zz-planet.
Derfor blir (z), =0 og (y),=0. Derfor ma “tyngdepunktet” (r) av sannsynlighets-
fordelingen |¢)|? ligge et sted pa z-aksen:

c. Forventningsverdien av z er
<Z >¢ = /(Cpos + v 1—- C2 w2p2)* z (62/123 + v 1— C2 w2pi)d3T
= Az Y, T (1 — ) <z)w2pi +2eV1 — 2 /wgs 2 Popad?r.

Her er de to fgrste forventningsverdiene lik null ifglge pkt. a. For integralet i siste linje finner
vi
1 oo

/ = 7/ (*—2>f6_r/a-T-TQdT/WCOSZQ-SinngZ£(5!—2-4!)-
0 0 16

= 3a.
32ma’ a a @

[GVIN )

Resultatet er altsa

(2)y=3a-2cv1—c%

Det er enkelt & sjekke ved derivasjon at den siste faktoren er maksimal for ¢ = 1/v/2(= /1 — ¢2),
som gir  [(2),)maer = 3a. Avstanden fra origo til “tyngdepunktet” (r) blir altsa maksimal
nar ¢ er en “50/50” blanding av s-bglgen 1o, og p-bolgen 1.

d. Vinkelen 6,,,,, = 012 mellom n; og ny er gitt ved
A 1 1 .
COS 012 =11 Ny = g{]_, 17 1}{1, —1, —1} = —g — 912 = 109.5°.
Samme resultat finnes for de gvrige fem vinklene, 03, 014, 023, 024 0g O34.

e. Da p-orbitalene er ortogonale pa s-orbitalen, finner vi at indreproduktet mellom 1, og

Wy er
(V1,12) = <C¢25+V1—C2¢2pﬁ170¢25+v1—02¢2pﬁ2>
= C2+(1_02)<w2pﬁ1aw2pﬁ2>+O+0
4¢? — 1

= A+ (1 —-cAnprng=c+ (1) (-1/3) = -

Vi oppnar altsa ortogonalitet ved a velge ¢ = 1/2. Siden alle skalarproduktene (n;-nz osv)
er lik —1/3, blir alle de fire orbitalene v, ¥, 13 og 14 innbyrdes ortogonale for ¢=1/2.



TFY4215 - Igsning gving 9 5

At vi oppnar dette ved a bruke samme ¢ (samme innslag av 1) for alle de fire tilstandene,
henger sammen med den tetraedriske symmetrien.
Med ni, =nyy =ny, = 1/v/3 (og tilsvarende for iy, N og fy) blir

wl = %¢23+%\/§w2pﬁ1

= 3 (25 + Yopx + Vopg + Vo),
Yy = %(¢2s + 1/’2;»“( - ¢2py — w2pi)7
Y3 = %(¢23 — Yapx + Vopy — Vaps),
Yo = %(%5 — Yopx — Yaopy + Yapaz), q.e.d..

Legg merke til at det er lett a sjekke bade normering og ortogonalitet vha disse formlene.

f. Hydrogen er det eneste atomet hvor vi finner [-degenerasjon, dvs hvor f.eks energiegen-
tilstandene 125 0g 19,5 har samme energi; jf pkt. b. For et isolert karbonatom vil derfor en
superposisjon av en 2s-tilstand og en 2p-tilstand ikke veere en energiegenfunksjon. Derfor
vil hybridtilstander av typen sp?® ikke veere energiegentilstander for et isolert karbonatom.

g. Med 9y =19, + ¢y innsatt i 14(1,2) fas

ba(1,2) = jﬁ{wau) (C10a(2) + 1 (2)] = 0a(2) [erta(1) + . (D]}
1

V2

Her ser vi at den delen av v, som er “parallell med v,” blir borte under antisymmetriseringen;
to-partikkel-tilstanden ¥4 (1, 2) “forlanger” én-partikkel-orbitaler 1, og 1, som er ortogonale.

[Ya(1)61.(2) = Pa(2)1h.(1)] -

Kommentar:

(i) Hvorfor velger metan den reguleere tetraedriske strukturen? Svaret er at akkurat
denne strukturen, med de fire vinklene pa 109.5 grader og de like store avstandene fra kar-
bonkjernen til hvert av protonene, gir den laveste totale energien (kinetisk + potensiell) for
dette systemet. Her ma vi huske pa at det er mange bidrag: Den potensielle energien omfat-
ter frastgtningen mellom kjernene innbyrdes og ogsa mellom elektronene, samt tiltrekningen
mellom kjerner og elektroner. Den kinetiske energien omfatter kjernenes kinetiske energi
(forholdsvis liten) og forst og fremst elektronenes kinetiske energi. Den siste har vi leert
kan assosieres med den romlige variasjonen av de respektive bglgefunksjone (orbitalene), jf
uttykket

h2
(K) =5 [ [VyPdr

Ut fra alt dette er det ikke urimelig at strukturen blir tetraedrisk, slik at de fire hydro-
genkjernene kan veere sa langt unna hverandre som mulig. I gjennomsnitt er disse nemlig
delvis “avkledd” sine elektroner, dvs at ladningsskyen (—ex “sannsynlighetsskyen”) rundt
hvert proton ikke helt oppveier protonets plussladning. I og med at Coulomb-energien er
omvendt proporsjonal med avstanden, er det kanskje ikke sa rart at energiminimum opp-
trer nar de seks vinklene og avstandene er like. Bytter en ut ett av hydrogenatomene i
metan med et annet atom, som f.eks i CH3Cl, brytes denne symmetrien. En far fortsatt en
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tetraedrisk struktur, men ikke lenger helt reguleer, dvs vinklene avviker noe fra 109.5 grader.
[ alle slike tilfeller er strukturen til grunntilstanden (avstander og vinkler mellom kjernene,
og elektronorbitalene) slik at den totale energien til systemet har et minimum.

(ii) Hvorfor er energien lavere for metan enn for de fem isolerte atomene (1 karbon og 4
hydrogen), dvs hva er det som sgrger for bindingen?

Pa dette nivaet er det vanskelig a gi et skikkelig svar, men noe av forklaringen ligger i
“utseendet” til de fire molekylaere orbitalene som ble forsgkt skissert side 5 i oppgaveteksten.
I hver av disse har vi to elektroner med motsatte spinn. Bindingen skyldes at disse to
elektronene har lavere total energi enn summen av energiene til 1s-elektronet i det isolerte
H-atomet og 2p-elektronet i det isolerte karbon-atomet. Og denne energien er sa mye lavere
at det mer enn oppveier frastgtningen mellom kjernene. Forklaringen er, som for H-tilfellet,
at elektronparene som sgrger for de kovalente bindingene “nyter godt” av tiltrekningen bade
fra protonene og karbon-kjernene, og dermed far sa lav (V') og E at det resulterer i binding,
pa tross av frastgtningen mellom protonene og karbon-kjernen. Selv om det er vanskelig a
forsta dette fullt ut, kan vi sla fast at hvert av H-atomene bindes av et slikt elektron-par.
Dette er et eksempel pa sakalte kovalente bindinger, som vi ogsa finner f.eks i Hs.
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Oppgave 1: Endimensjonal modell for atom og toatomig molekyl
a) Programmet singlewell.py gir at atomet har en grunntilstand med energien -5.754 eV.

b) Programmet doublewell.py gir at molekylet har en grunntilstand med energien -5.907 eV, mens 1. ek-
siterte tilstand (som ogsa er en bundet tilstand) har energien -5.591 eV.

¢) Energien til to separate atomer er —5.7537 - 2 eV ~ —11.507 eV.
d) Det er "plass til” to elektroner i hver av molekylets romlige tilstander, siden en gitt romlig tilstand kan
kombineres med spinntilstander med ”spinn opp” eller ”spinn ned”. I grunntilstanden er begge molekylets

elektroner i den romlige grunntilstanden, et med spinn opp og et med spinn ned. Molekylets totale spinn i
grunntilstanden er dermed null.

e) Molekylets totale energi i grunntilstanden er —5.9069 - 2 eV ~ —11.814 eV. Energigevinsten ved at to se-

parate atomer danner et slik molekyl blir dermed 0.306 eV. Dette kan derfor sies a vaere (modell-)molekylets
bindingsenergi.

Oppgave 2: Endimensjonal modell for krystall

a) Ikke uventet finner vi 5 energinivaer med 5 atomer, og 10 nivaer med 10 atomer. Med andre ord, N
energinivaer omkring grunntilstanden for enkeltatomet med N atomer i krystallen.

b) Med 10 atomer ligger de 10 energinivaene mellom -6.041 eV og -5.431 eV. Med 100 atomer ligger de 100
energinivaene mellom -6.052 eV og -5.415 eV. Vi ser at bandbredden En — E; ikke endres nevneverdig.

¢) Bandbredden som funksjon av antall atomer:

o
wn
vl

Band width (eV)

0.35f

26 4‘0 éO 50 100
Number of atoms



d) Vi forventer at g(E) skal avta som 1/v/E, der nullpunkt for energien E er ved bunnen av energibandet.
Programmet gir en tilstandstetthet, dvs avstand mellom nabonivaer, som er i samsvar med dette.

e) Figuren viser at [+|? er en funksjon med periodisiteten til gitteret (man kan telle ngyaktig 50 topper, en for
hvert atom) som er modulert med en langsomt varierende funksjon, der hele krystallens bredde ser ut til & til-
svare omtrent en halv bglgelengde for funksjonen ||, dvs omtrent en kvart bglgelengde for bglgefunksjonen
(). Elektronet er for det meste neer atomkjernene, ettersom |¢|? er relativt stor i brgnnene og betydelig
mindre i barriereomradene mellom brgnnene. Fra Blochs teorem (kommer i senere kurs!) har vi at ¢ skal
kunne skrives som produktet av en funksjon som er periodisk i gitteret, ug(z), og en plan bglge exp(ikz).
Den raske variasjonen i figuren skyldes |ug(x)|?. Den langsomme “modulasjonen” skyldes exp(ikx), mer
presist en staende bglge cos(kz) satt sammen av en plan bglge som vandrer i positiv z-retning og en som
vandrer i negativ x-retning.

f) Vivet at med en enkelt potensialbrgnn sa vil vi fa flere bundne tilstander dersom vi f.eks gker brgnnbredden.
Da ma vi ogsa forvente flere energiband med negative energiverdier ved & gke brgnnbredden her. Eksempel:
Med 50 atomer gir en gkning fra 2 A til 6 A for bade brgnn- og barrierebredde 3 band, lokalisert ved ca -8.3
eV, -6.3 eV og -3.1 eV:

band in 1D crystal

Potential Vand energies E (eV)
|

-10
0

g) Siden Coulomb-potensialet gar som 1/r (i tre dimensjoner), ber vi nok bruke et ”glattere” potensial V(z),
som blir temmelig ”dypt” i naerheten av hver atomkjerne.

h) Det er N romlige orbitaler i det laveste bandet, og disse vil alle veere okkupert, av i alt 2N elektroner.
Deretter vil nederste halvdel i band nr 2 veere okkupert av N elektroner. De to elektronene med hgyest
energi vil ligge midt i band nr 2, med energi (EY® — EI1) /2. Med stor N vil det veere ledige tilstander
like over dette nivaet. Stoffet er dermed et metall.

i) Na er laveste band helt fullt og neste band helt tomt. Hgyeste okkuperte niva (HOMO) har energien
Eax Laveste ledige niva (LUMO) har energien EY". Dette er dermed en isolator.

j) Jeg fikk et bandgap pa ca 2 eV. Min krystall er da en halvleder.
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Eten.

6. Med Hartree-Fock-metoden og basissettet 3-21G finner man en likevektsgeometri for eten
med bindingslengdene C-H = 1.074 A og C-C = 1.315 A, og bindingsvinklene HCH = 116.2°
og HCC = 121.9°. I forhold til de eksperimentelle verdiene C-H = 1.086 A, C-C = 1.339 A,
HCH =117.6° og HCC = 121.2° gir dette et midlere avvik i prosent pa

1.074—1.086] [1.315—1.339| [116.2—117.6| [121.9—121.2|

5= x100% =1.2%
4 1086 || 1339 || 1176 || 1212 |

Legg merke til at vinklene HCH og HCC ikke er uavhengige i et slik symmetrisk molekyl (se
punkt 7j nedenfor). Dermed burde vi strengt tatt ta bort det ene leddet i summen ovenfor og
dividere med 3 i stedet for 4. Dette pavirker imidlertid ikke verdien pa beregnet avvik i sarlig
grad.

7.

a) Med basissettet 3-21G (eller strengt tatt 3-21G(*)) har vi, som nevnt i oppgaveteksten, tatt
med to s-funksjoner for hvert H-atom og tre s- og seks p-funksjoner for hvert C-atom. I alt 4 x
2 + 2 x 9 = 26 basisfunksjoner. Det betyr at hver enkelt molekylorbital (MO) W, uttrykkes

som en lineeerkombinasjon av disse 26 basisfunksjonene ¢, ,

26
q)i = E G d)p

p=1
med koeffisienter c,

ip

som angir “bidraget” fra basisfunksjon nummer p til MO nummer i. Det

a4 “lese det kvantemekaniske problemet” for det aktuelle molekylet betyr da & finne
koeffisienter ¢,, slik at molekylets totale energi blir sd lav som mulig.

Karbon har atomnummer 6, altsa 6 elektroner, mens hydrogen har 1 elektron. Eten har dermed
1 alt 16 elektroner.

b) Inspeksjon av ethylene.spartan med Display — Output viser (i min beregning i hvert fall) at
programmet brukte 3 iterasjoner pa a optimere geometrien:

Point Group = DNH Order = 2 Nsymop = 8
This system has 3 degrees of freedom
Hessian from MMFF94 calculation used.
Max. Max. Neg.
Cycle Energy Grad. Dist. Eigen
1 -77.5981973 0.01855 0.00897
2 -77.6008962 0.00331 0.00021
3 -77.6009879 0.00015 0.00000
MOO01

E(HF) = -77.6009879 a.u.



En startgeometri med 1.815 A mellom de to C-atomene resulterer i at programmet trenger 11
iterasjoner for & optimere geometrien. Selv med en startgeometri der jeg hadde endret bade
bindingslengder, bindingsvinkler og torsjonsvinkler til temmelig gale verdier, brukte
programmet ikke mer enn 14 iterasjoner for & optimere geometrien.

c¢) Optimering av geometrien og beregning av vibrasjonsfrekvenser tok 1.3 CPU-sekunder:
Reason for exit: Successful completion
HF Program CPU Time : 000:00:01.3
HE Program Wall Time: 000:00:01.5

I en Hartree-Fock-beregning vil CPU-tiden skalere grovt sett med antall basisfunksjoner
oppheyd i fjerde potens. Her har vi relativt fi basisfunksjoner, og dessuten et symmetrisk
molekyl, slik at antall frihetsgrader blir lite (se punkt 6 ovenfor og punkt 7j nedenfor) og
regnetiden kort. Med eokende antall atomer og mangel pd symmetri blir det fort snakk om
store numeriske beregninger.

d) De to C-atomene ligger pd z-aksen, hele molekylet ligger i xz-planet:

Cartesian Coordinates (Angstroms)

1 H H1 0.9115633 0.0000000 -1.2253162
2 C cC1 0.0000000 0.0000000 -0.6575621
3 C cC2 0.0000000 0.0000000 0.6575621
4 H H2 -0.9115633 0.0000000 -1.2253162
5 H H3 0.9115633 0.0000000 1.2253162
6 H H4 -0.9115633 0.0000000 1.2253162

e) Eten har 16 elektroner. Ifelge Pauliprinsippet kan vi bare ha ett elektron 1 hver
enpartikkeltilstand. I hver MO kan vi ha ett elektron med spinn opp” og ett med spinn “ned”.
Vi fyller derfor 8 MO med 16 elektroner. Grunntilstanden tilsvarer at de 8 MO med lavest
energi er okkupert av to elektroner hver. Orbitalen HOMO er "Highest Occupied Molecular
Orbital”, dvs den av de okkuperte MO med hoyest energi, altst MO nummer 8. Orbitalen
LUMO er “Lowest Unoccupied Molecular Orbital”, dvs den av de uokkuperte med lavest
energi, altsd MO nummer 9. Orbital "THOMO-n" er dermed MO nummer 8 — n.

f) Orbitalen HOMO ser slik ut:




Den rode halvdelen angir en overflate med konstant negativ verdi av orbitalen, den bl
halvdelen en overflate med tilsvarende positiv verdi. Med molekylet i xz-planet er det vel
klart at det her er atomare py-orbitaler sentrert pd de to C-atomene som bidrar. Dette stemmer
med koeffisientene ¢, for MO nummer 8 i output-fila:

MO: 6 7 8 9 10
Eigenvalues: -0.59082 -0.49887 -0.37970 0.18659 0.29869
(ev) : -16.07714 -13.57503 -10.33206 5.07744 8.12775

Ag B3g B3u B2g Ag
1 H1 S 0.11943 -0.17957 0.00000 0.00000 0.01584
2 H1 S 0.11014 -0.15673 0.00000 0.00000 0.96355
3 Cl S 0.00829 0.00000 0.00000 0.00000 0.09064
4 C1 S -0.02161 0.00000 0.00000 0.00000 -0.03106
5 Cl PX 0.00000 -0.26064 0.00000 0.00000 0.00000
6 Cl PY 0.00000 0.00000 0.32177 0.30232 0.00000
7 Cl PZ -0.36461 0.00000 0.00000 0.00000 0.12964
8 Cl S 0.02856 0.00000 0.00000 0.00000 -1.39568
9 Cl PX 0.00000 -0.27725 0.00000 0.00000 0.00000
10 C1 PY 0.00000 0.00000 0.37234 0.76201 0.00000
11 C1 PZ -0.22153 0.00000 0.00000 0.00000 0.63273
12 Cc2 S 0.00829 0.00000 0.00000 0.00000 0.09064
13 Cc2 S -0.02161 0.00000 0.00000 0.00000 -0.03106
14 C2 PX 0.00000 0.26064 0.00000 0.00000 0.00000
15 C2 PY 0.00000 0.00000 0.32177 -0.30232 0.00000
16 C2 PZ 0.36461 0.00000 0.00000 0.00000 -0.12964
17 Cc2 S 0.02856 0.00000 0.00000 0.00000 -1.39568
18 C2 PX 0.00000 0.27725 0.00000 0.00000 0.00000
19 Cc2 PY 0.00000 0.00000 0.37234 -0.76201 0.00000
20 C2 PZ 0.22153 0.00000 0.00000 0.00000 -0.63273
21 H2 S 0.11943 0.17957 0.00000 0.00000 0.01584
22 H2 S 0.11014 0.15673 0.00000 0.00000 0.96355
23 H3 S 0.11943 0.17957 0.00000 0.00000 0.01584
24 H3 S 0.11014 0.15673 0.00000 0.00000 0.96355
25 H4 S 0.11943 -0.17957 0.00000 0.00000 0.01584
26 H4 S 0.11014 -0.15673 0.00000 0.00000 0.96355

Det er kun for p =6, 10, 15 og 19 at MO nr 8 har koeffisienter forskjellig fra null. Disse fire
tilsvarer py-orbitaler pa de to karbonatomene C1 og C2. Vi ser ogsa at de to C-atomene bidrar
med likt fortegn pa tilsvarende atomorbitaler (hhv 6 og 15, 10 og 19). Det resulterer i en
sékalt ”bindende” MO.

g) LUMO er MO nr 9, den ser slik ut:




Vi ser fra output-fila at LUMO er bygd opp av de samme fire py-orbitalene som orbitalen
HOMO, men denne gang med motsatt fortegn pd tilsvarende atomorbitaler pd de to C-
atomene. Det resulterer i1 en sakalt “anti-bindende” MO. LUMO har “nodalplan” (dvs: plan
der LUMO er lik null) bade i xz- og 1 xy-planet, HOMO har nodalplan kun i xz-planet. Da er
det samsvar med det dere har lert tidligere 1 kurset, nemlig at orbitalenes energi oker med
okende antall nullpunkter.

HOMO-7 er altsd MO nummer 1, dvs den med lavest energi. Denne ser slik ut:

Det ser absolutt ut som om denne MO er bygd opp av s-orbitaler pa karbon, hvilket stemmer
bra med at koeffisientene ¢, ; og ¢, , er de klart dominerende i MO nummer 1:

MO: 1 2 3 4 5
Eigenvalues: -11.16625 -11.16605 -1.03819 -0.78870 -0.64657
(ev) : -303.84929 -303.84375 -28.25049 -21.46163 -17.59397

Ag Blu Ag Blu B2u

1 H1 S -0.00179 0.00028 0.07766 -0.13828 0.14663
2 H1 S 0.00968 -0.00805 0.00398 -0.06692 0.10789
3 Cl S 0.69758 -0.69791 -0.16680 0.12774 0.00000
4 C1 S 0.06538 -0.07106 0.18317 -0.13113 0.00000
5 Cl PX 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.28001
6 Cl PY 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
7 Cl PZ -0.00169 -0.00207 0.11052 0.14357 0.00000
8 Cl S -0.03146 0.06770 0.36822 -0.41834 0.00000
9 Cl PX 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.19335
10 C1 PY 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
11 C1 PZ 0.00440 0.01563 0.01587 0.06341 0.00000
12 Cc2 S 0.69758 0.69791 -0.16680 -0.12774 0.00000
13 Cc2 S 0.06538 0.07106 0.18317 0.13113 0.00000
14 Cc2 PX 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.28001
15 C2 PY 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
16 C2 PZ 0.00169 -0.00207 -0.11052 0.14357 0.00000
17 C2 S -0.03146 -0.06770 0.36822 0.41834 0.00000
18 C2 PX 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.19335
19 c2 PY 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
20 C2 PZ -0.00440 0.01563 -0.01587 0.06341 0.00000
21 H2 S -0.00179 0.00028 0.07766 -0.13828 -0.14663
22 H2 S 0.00968 -0.00805 0.00398 -0.06692 -0.10789
23 H3 S -0.00179 -0.00028 0.07766 0.13828 0.14663
24 H3 S 0.00968 0.00805 0.00398 0.06692 0.10789
25 H4 S -0.00179 -0.00028 0.07766 0.13828 -0.14663
26 H4 S 0.00968 0.00805 0.00398 0.06692 -0.10789

HOMO-6, dvs MO nummer 2, er essensielt den antisymmetriske versjonen av MO nummer 1:




Vi ser av koeffisientene i output-fila at denne orbitalen ogsd er bygd opp av s-funksjoner pa
karbon, med positivt fortegn pa den ene og negativt fortegn pa den andre. I MO nummer 2 er
xy-planet et nodalplan, i MO nummer 1 har vi ingen nodalplan. Igjen et eksempel pa en
bindende og en anti-bindende MO, der sistnevnte har hoyest energi av de to.

HOMO-5, dvs MO nummer 3 ser slik ut:

Vi ser vel at det her er snakk om en orbital med lik paritet (sékalt “gerade”, i motsetning
til ungerade” for en med odde paritet), men utover det er det kanskje ikke sa lett & fastsla rent
visuelt hvilke atomare orbitaler som bidrar. Inspeksjon av koeffisientene i output-fila viser at
det fortrinnsvis er s-orbitaler pa karbon (og delvis hydrogen) og p.-orbitaler pa karbon som
er “byggeklossene” 1 denne molekylorbitalen.

h) Lik paritet (’gerade”) for en MO betyr at den har samme fortegn i posisjon r og —r, mens
odde paritet ("ungerade”) for en MO betyr at den har motsatt fortegn i r og —r. Av figurene i
punkt g) ser vi at LUMO, HOMO-7 og HOMO-5 alle er av typen gerade, mens HOMO og
HOMO-6 er av typen ungerade. Dette stemmer med symmetribetegnelsene i output-fila,
angitt som B2g, B3u osv like over kolonnen med koeffisientene ¢, .

1) Flaten med konstant elektrontetthet og fargekodet verdi for det elektrostatiske potensialet
ser slik ut:

Ikke overraskende finner vi omridet med lavest potensial (redt) sentralt plassert i
dobbeltbindingen mellom de to karbonatomene. Dette er et omrade som er “rikt pa
elektroner”, og som dermed vil tiltrekkes av elektrofile (dvs “fattige pd elektroner”) omréder i
eventuelle reaksjonspartnere.

j) Ta for eksempel utgangspunkt i et koordinatsystem med origo sammenfallende med
molekylets massesenter, dvs midt mellom de to C-atomene. Anta videre at det ene C-atomet
ligger pa z-aksen, i posisjon (0, 0, zc), og at ett av H-atomene nermest dette C-atomet ligger i
xz-planet, 1 posisjon (xu, 0, zn). Symmetrikravet fastlegger da automatisk posisjonene til de
resterende fire atomene: det andre C-atomet i posisjon (0, 0, -zc) og de tre andre H-atomene 1



posisjonene (xu, 0, -zn), (-xu, 0, zn) og (-xu, 0, -zn). Det er med andre ord tilstrekkelig med
tre uavhengige koordinater for & spesifisere hele molekylets geometri.

Alternativt kunne vi ha brukt 1) avstanden fra origo til det ene C-atomet: rc = |z¢c|, 2)
avstanden fra dette C-atomet til det ene H-atomet: rc.u= (xu” + (zu-zc)?)"?, og 3) vinkelen 0
mellom (avstands-)vektoren fra origo til C-atomet og vektoren fra C-atomet til H-atomet, gitt
ved: cos 0 = rc-rc.n/rerc-n. Sammenlignet med punkt 6 ovenfor tilsvarer dette rc = (C-C)/2,
rc-n = (C-H) og 6 = (180° - HCC) = (HCH)/2.

Det er ikke vanskelig & tenke seg andre alternativer enn dette!

Vinklene HCH og HCC er altsé ikke uavhengige i et slik symmetrisk molekyl: Med alle seks
atomer 1 samme plan og dessuten en “symmetrisk” plassering av alle fire H-atomer 1 forhold
til de to C-atomene, er vinkelen HCH fastlagt (som 360° — 2 x HCC) nar vinkelen HCC er
kjent, og omvendt.

Molekylets geometri, som i utgangspunktet er gitt ved 12 koordinater (redusert fra 18, dvs x,
y og z for hvert av de 6 atomene, til 12 ettersom vi her kun er interessert i den indre strukturen,
ikke posisjon og orientering for hele molekylet sett under ett), er med andre ord fullstendig
bestemt med kun 3 sékalt indre koordinater, for eksempel to bindingslengder og en
bindingsvinkel. Symmetrien fastlegger de resterende koordinatene.

8.

a) Vi skal regne om belgetallsomradet mellom 4000 og 500 cm' til tilsvarende omrader for
belgelengden, frekvensen og energien til det absorberte lyset. Vi har sammenhengene
k=2n/X\, c=X og E =hf mellom belgetall k, bolgelengde A, lyshastighet c, frekvens f,
energi E og Plancks konstant h. Dermed:

(4000 til 500) cm™ for k tilsvarer (15.7 til 126) um for A, (2387 til 19100) GHz for f og (10 til
79) meV for E.

Til sammenligning har vi synlig lys 1 belgelengdeomradet (0.40 til 0.76) upm.
Vibrasjonsfrekvensene i molekylet tilsvarer med andre ord belgelengder i det infrarede
omradet, derav betegnelsen IR-spektrum.

b) I var beregning finner vi det desidert sterkeste vibrasjonsbandet ved 1115 cm™. Denne
verdien ma skaleres med en faktor 0.85 for 4 gi den eksperimentelt malte
vibrasjonsfrekvensen pa 949 cm’!. Denne faktoren er enda noe mindre enn den som vanligvis
mé benyttes for Hartree-Fock-beregnede frekvenser, men det er ingen tvil om at vi har
lokalisert den riktige” vibrasjonsmoden.

¢) Illustrasjon av vibrasjonsbevegelsen for frekvensen 1115 cm:

1 [
e



Dersom vi betrakter hvert H-atom som en positiv punktladning og hvert C-atom som en
negativ punktladning, er det vel klart at denne vibrasjonsbevegelsen representerer en
oscillerende elektrisk dipol. Dermed kan denne vibrasjonen eksiteres av det oscillerende
elektriske feltet i den innkommende elektromagnetiske balgen.

Bandet ved 1522 cm! er et eksempel pd en IR-inaktiv mode. Den tilherende
vibrasjonsbevegelsen foregar i molekylets plan (xz-planet) og kan illustreres slik:

Vi ser at denne vibrasjonen ikke tilsvarer en oscillerende elektrisk dipol — molekylets
elektriske dipolmoment er null underveis i hele vibrasjonsbevegelsen. Denne moden eksiteres
dermed ikke av det oscillerende elektriske feltet i den innkommende elektromagnetiske
belgen.
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Sn2-reaksjon.

2.
a) Flate med konstant elektrontetthet for molekylet CICH3:

Dette gir ingen informasjon om hvor en nukleofil vil ”angripe”.

b) Tilsvarende flate med variasjoner 1 elektrostatisk potensial fargekodet (red = lavt potensial,
bla = heyt potensial):

En nukleofil vil reagere pé den siden der potensialet er hgyt, med andre ord pd metylsiden av
molekylet.

c) Beregnet dipolmoment for CICH3 er 2.31 debye, hele 24% storre enn den eksperimentelt
malte verdien pi 1.870 debye. Regner vi om 2.31 debye til enheten Cm, far vi 7.71-10° Cm,
som igjen kan skrives som 0.48 eA, der e angir elementerladningen og A lengdeenheten
angstrem. Hvis vi her tenker oss Cl som en negativ punktladning —q og metylgruppen som en
tilsvarende positiv punktladning q i avstand ca 2 A, tilsvarer det beregnede dipolmomentet
dermed q = 0.24 e. Det gir en ide om hvor polart molekylet er.

d) Energien til CICH3 beregnes til -496.79500 au og energien til Br- beregnes til -2560.29976
au. Den totale energien til reaktantene er dermed -3057.09476 au. Omregning til enheten
kcal/mol gjeres ved & multiplisere med 627.51, som gir -1918357.53 kcal/mol.

3.

a) Det finnes ingen entydig oppskrift pd hvordan ladningen til de ulike atomene 1 et molekyl
skal beregnes: De fleste molekylorbitalene er ”delokaliserte”, dvs de er bygd opp av atomare
basisfunksjoner fra flere atomer. Dermed kan man ikke si at et gitt elektron “tilherer” et
bestemt atom. Ikke desto mindre kan man jo forseke a tilordne elektronene til molekylets
atomer etter en eller annen algoritme, og det er det som ligger til grunn for de beregnede
atomere ladningene i SPARTAN.

I den modellerte reaksjonen ser vi at beregnet ladning pd Br er i naerheten av -1 (dvs, egentlig
—e) sa lenge bromidionet er langt unna metylgruppen. Det virker rimelig, for bromidionet



alene har jo ladning -1. Tilsvarende fér kloridionet en ladning som nermer seg -1 mot slutten
av den modellerte reaksjonen, rimelig av samme grunn: Fritt kloridion har ladning -1.
Ladningen pa halogenet nér det er "normalt bundet” til karbonatomet — om lag -0.20 — viser at
molekylet er polart, med betydelig overskudd av negativ ladning i narheten av halogenet.
Overgangen fra -1 til -0.20 (og omvendt) skjer ikke overraskende i det transisjonstilstanden
ved C-Br = 2.6 A passeres.

b) Ved C-Br = 3.2 A har vi et stabilt kompleks med bromidionet koordinert til karbonatomet i
CICHs3. Her er bindingslengden mellom C og CI 1.87 A, bare 0.06 A mer enn i molekylet
CICH3. Koordinering av Br- pd ”baksiden” har altsd fort til en liten svekking av bindingen
mellom C og Cl, men uten at den kan sies & vere brutt.

Komplekset ved C-Br = 3.2 A har total energi lik -3057.11447 au. Dette er 0.01971 au mindre
enn energien til de to reaktantene til ssammen. Komplekseringsenergien er altsa -12.4 kcal/mol.
(Merk: Dersom du la inn energien E 1 enheten kcal/mol i regnearket i SPARTAN, ser du at
energien til dette komplekset er -1918369.90 kcal/mol. Den framkommer ved & bruke
omregningsfaktoren 627.51 og ikke 627.5. Med faktoren 627.5 far man -1918339.33 kcal/mol.
Her var det derfor fort gjort 4 f4 en altfor stor komplekseringsenergi pd ca 43 kcal/mol,
dersom man brukte omregningsfaktoren 627.5 i punkt 2d, for deretter & lese av energien i
enheten kcal/mol fra regnearket.)

¢) Energikurven passerer et maksimum ved C-Br = 2.6 A. Av formen pi tilpasningskurven
kan det se ut som om transisjonstilstanden ligger et sted mellom 2.5 og 2.6 A for avstanden C-
Br.

Energiforskjellen mellom det stabile komplekset ved C-Br = 3.2 A og energimaksimumet ved
C-Br = 2.6 A er 6.8 kcal/mol, som dermed blir den beregnede aktiveringsenergien E,.Ved
romtemperatur (der kgT er omtrent 0.6 kcal/mol) tilsvarer dette en Boltzmannfaktor exp(-
E./kgT) av sterrelsesorden 10°. Det betyr at en gitt kollisjon mellom Br- og CICH3 har liten
sannsynlighet for a resultere i den modellerte reaksjonen. Men da ma vi huske at molekyler
typisk vil kollidere offe 1 en gass eller vaske, kanskje tusener eller til og med millioner av
ganger 1 lopet av et sekund. Dermed blir det plutselig sannsynlig, kanskje bortimot helt sikkert,
at et bestemt CICH3-molekyl vil gjennomfere den enskede reaksjonen med en eller annen Br-
1 lopet av et sekund eller tre. Og tilsvarende, selvsagt: Et bestemt Br- anion vil heayst
sannsynlig gjennomfere denne typen reaksjon med et eller annet CICH3-molekyl i lopet av
noen sekunder. Og slik kan vi jo argumentere for alle molekylene og ionene i hele systemet,
sa konklusjonen ma bli at alle reaktantene reagerer nermest ustanselig.

Sterrelsen pa aktiveringsenergien er selvsagt av betydning: Dersom Boltzmannfaktoren for
eksempel er av storrelsesorden 10-° og antall kollisjoner (for et gitt molekyl) pr sekund for
eksempel er av sterrelsesorden 10°, ma vi nok regne med 4 vente om lag 10> sekunder for
den enskede reaksjonen finner sted, og det har vi typisk ikke tdlmodighet til...

d) Komplekset som dannes etter at TS er passert — BrCH3 med Cl- koordinert til karbonatomet
— har en C-Br bindingslengde lik 2.0 A. Her er C-Cl avstanden 3.19 A. Bindingslengden p3
2.0 A mellom C og Br er noe storre enn den tilsvarende mellom C og C1 (1.87 A) i det forste
komplekset. Dette er rimelig: Brom er et storre atom enn klor, i og med at det har et fylt
elektronskall mer enn klor.

e) I punkt c) ovenfor konkluderte vi med at reaksjonens aktiveringsenergi ikke var storre enn
at den sannsynligvis vil vere & betrakte som en relativt rask reaksjon (ved romtemperatur).
Tilsvarende vil reaksjonen kunne gd motsatt vei, men ikke tilsvarende raskt, ettersom
aktiveringsenergien for tilbakereaksjonen” er betydelig hoyere (ca 13.4 kcal/mol). Antall



reaksjoner pr tidsenhet den ene eller andre veien vil vare proporsjonal med konsentrasjonen
(Ni) av det komplekset som forer til reaksjonen samt sannsynligheten (P;) for at reaksjonen vil
skje:

_IN N
dt

Kjemisk likevekt betyr at antall reaksjoner pr tidsenhet den ene veien er like stor som den
andre veien, og dermed (i=1 tilsvarer det forste komplekset, i=2 tilsvarer det andre):

NP, =N,P,

& _ & — o AE/KT

N, P
Her er AE = Ei — E; energiforskjellen mellom de to kompleksene, her 6.6 kcal/mol.
Konsentrasjonen av det mest stabile komplekset (ved C-Br = 2.0 A) blir dermed om lag 60000
ganger storre enn det andre (ved C-Br =3.2 A).

4.
a) og b) Lokalisering av minimum nr 1 (uten foring pa avstanden C-Br) gir essensielt samme
energi og C-Br avstand som det “antatte” minimumspunktet ved 3.20 A. Beregning av
kompleksets vibrasjonsfrekvenser viser at alle egenverdier til hessian-matrisen (dvs matrisen
av den andrederiverte av energien med hensyn pa atomkoordinater) er positive, hvilket betyr
at det virkelig er g-_- minimum (og ikke et sadelpunkt):

- [=]X]

DI/l V| +iol%] & (@ 21 &[] @ldabay %3] §§| B[]
> — [ Length(Bond5) = 320k ¢
b= e < (!-ﬂ\Ec\;;

Lokalisering av minimum nr 2 gir energien -3057.12501 au og C-Br = 1.995 A, ogsa sa godt
som identisk med minimumspunktet funnet ved C-Br = 2.000 A.
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Lokalisering av transisjonstilstanden gir energien -3057.10335 au og C-Br = 2.558 A:
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Energien ved C-Br = 2.60 A var litt lavere, -3057.10371 au, en forskjell pa 0.2 kcal/mol.
Figuren viser at i transisjonstilstanden er metylgruppen (CH3) sa godt som plan. I
vinduet ”Spectra” er den forste frekvensen (bglgetallet) angitt som ”1390.95”. Dette tilsvarer
en negativ egenverdi til hessian-matrisen, og ettersom hessian-matrisens egenverdier
essensielt gir oss frekvensene kvadrert, vil en negativ egenverdi pa sett og vis tilsvare en
imaginer frekvens. Vi har kun en imaginar frekvens, s& vi har lokalisert transisjonstilstanden
for reaksjonen.

Animasjon av denne imaginare frekvensen viser at den tilherende bevegelsen hovedsakelig
bestar i at karbonatomet svinger fram og tilbake langs forbindelseslinjen mellom Br og CI.
Dette viser med betydelig sikkerhet at vi har den riktige transisjonstilstanden, dvs den som
beskriver den modellerte reaksjonen.

6.
Gradienten til energifunksjonen blir
8E 8E 3 2 2
VE=|—,—|=(4x" +8xy" —4x,8xy + 4
[ax ay] ( y y+4y)
Innsetting av (x,y) = (-1,0), (1,0) eller (0,0) gir alle at gradienten forsvinner. Folgelig er disse
tre punktene stasjonzre punkter — enten minimumspunkter eller maksimumspunkter,

eventuelt sakalte sadelpunkter.
Hessianmatrisen er

O’E  O’E
| ox*  0xdy| (12x*+8y’—4  16xy
| 9E OE| 16xy 8x2 + 4
oyox 0Oy’

Innsetting av (-1,0) gir
8 0

H=
0 12

dvs med egenverdier 8 og 12, begge positive. Altsd et minimumspunkt.
Innsetting av (1,0) gir ogsa

8 0
H=
[0 12]

med positive egenverdier 8 og 12. Altsd ogsa et minimumspunkt.
Innsetting av (0,0) gir



—4 0
H=

0 4
med egenverdier -4 og 4. Altsa et forste ordens sadelpunkt.
Vi kunne dermed tenke oss at dette beskriver et system som kan vere i en av to stabile
konfigurasjoner, og der systemet kan ga fra den ene til den andre via en transisjonstilstand 1
(0,0). Aktiveringsenergien er da

E.=E(0,0) - E(1,0)=0—(-1)=1

og reaksjonsveien gar langs koordinaten x.
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Basepar 1 DNA.

3.
a) For B-DNA er perioden ca 34 A, med 10 P-atomer pr periode. B-DNA er mest vanlig.

b) Disse avstandene har jeg mélt i B-DNA (dvs: som bygd 1 Spartan):

Mellom cytosin (C) og guanin (G):
FraHiCtilOiG:1.876 A
FraNiCtilHiG: 1.850 A
FraOiCtilHiG: 1.881 A

Mellom thymin (T) og adenin (A):
FraOiTtilHiA:1.984 A
FraHiTtiINiA:1.882 A

Typiske hydrogenbindingslengder er altsd i underkant av 2 A. Til sammenligning er ordinzre
kjemiske bindinger mellom O og H og mellom N og Hca 1 A.

Med “Model - Hydrogen Bonds” kombinert med “Ball and Wire” er det lett & se
hydrogenbindingene og dermed lokalisere G-C og A-T baseparene. Her et G-C basepar i B-
DNA:

De spiralformede ytterveggene” bestdr av 2-deoksyribose og fosfat, vekselvis. I figuren
nedenfor ser vi tydelig to fosfatgrupper og to femringformede karbohydratgrupper:



Det er ikke sa lett & male diameteren til DNA dobbelspiralen neyaktig fordi det er vanskelig &
lokalisere to atomer som ligger diametralt i forhold til hverandre. I figuren nedenfor er B-
DNA orientert slik at dobbelspiralen star normalt pa planet. De to smé oransje kulene er Cl-
atomer i et Cl,-molekyl der bindingslengden er satt til 24 A. Dette ser ut til 4 vare en lengde
som omtrent tilsvarer diameteren 1 B-DNA.

Med B-DNA plassert med dobbelspiralen i planet, ser vi to tydelige “klofter”. 1 figuren
nedenfor er det igjen lagt inn Cl;-mélestaver som antyder at de to kleftene i B-DNA har
bredde henholdsvis 12 A og 4 A.

B-DNA: To klofter med bredde ca 12 og 4 A

c) Masser for atomene som inngér i DNA er:

m(H)=1, m(C)=12, m(O)=16, m(N)=14 og m(P)=31

Dermed:

m(PO4)=95, m(2-deoksyribose)=134, m(A)=135, m(T)=126, m(C)=111 og m(G)=151
Tilkobling av fosfatgrupper og aminobaser til karbohydratet skjer der karbohydratet har sine
OH-grupper, og slik at disse 3 OH-gruppene “forsvinner”. Dermed kan vi trekke fra massen
til 3 OH-grupper for karbohydratet. Videre forsvinner et H-atom pr base ved
sammenkoblingen. Et A-T basepar har dermed masse 259 og et C-G basepar har masse 260.
Hver “byggekloss” bestaende av fosfat + karbohydrat + aminobase far dermed en midlere



masse pa ca 308. Vi har to spiraler, sa pa en lengde pr P-atom langs DNA-molekylet har vi en
masse 616.

Enheten vi har brukt her er massen til et nukleon, ca 1.67-10?7 kg. Massen pr lengde pr P-
atom er dermed 616-1.67-102" kg = 1.03-10* kg.

I B-DNA har vi 10 P-atomer pa en lengde 34 A, dvs 1 P-atom pr lengde (34/10)-10® cm.
Dermed 2.9-10% P-atomer (pr spiral) pa en lengde 10 cm, slik at et B-DNA-molekyl pa 10 cm
far masse 3.0-10"'¢ kg.

Radius ca 12 A gir et tverrsnitt ca 452 A2, og dermed et volum ca 0.5 kubikkmikrometer hvis
lengden er 10 cm. Det er altsd plass til mange slike inne i ei celle, men en forutsetning er
selvsagt at hvert molekyl er kveilet opp 1 tilstrekkelig grad.

4.
a) Beregningene med Hartree — Fock — metoden og basissettet 3-21G gir:

E(G) =-536.365253 au

E(C) =-390.416205 au

E(G-C baseparet) = -926.844981 au
Beregnet bindingsenergi blir dermed:

Ep

E(G-C) - E(G) - E(C)

=-926.844981 + 536.365253 + 390.416205
=-0.063523 au

=-139.9 kcal/mol

Som nevnt 1 oppgaveteksten: Dette er nok en god del hayere enn det vi faktisk har 1 naturen. I
stedet for en bindingsenergi pr hydrogenbinding pa 10 — 15 kcal/mol (som beregnet her) har
vi 1 virkeligheten kanskje 2 — 5 kcal/mol.

Men beregningene viser i hvert fall at det er snakk om en type bindinger som er mye svakere
enn ordinare kovalente bindinger og ionebindinger. Pa
http://www.cem.msu.edu/~reusch/Virtual Text/react2.htm

fant jeg en tabell som oppgir ”Standard Bond Energies”, dvs typiske bindingsenergier for
binding mellom atomer av ulike slag. En typisk H-H bindingsenergi er i overkant av 100
kcal/mol, og det samme gjelder ogsa for bindingen mellom H og CI.

b) Beregnede avstander mellom O og N i G — C baseparet:

O(G)-N(C)=2.77A (Eksperimentelt: 2.91 A)
N(G)-N(C)=2.90 A (Eksperimentelt: 2.95 A)
N(G)-0(C)=2.87A (Eksperimentelt: 2.86 A)



5.
I figuren nedenfor har vi et G — C basepar nederst, med G til hoyre og C til venstre, og et A —
T basepar overst, med A til hgyre og T til venstre:

Ombytte av C og T vil gi et G — T basepar nederst og et A — C basepar overst. Vi ser at ved
rett og slett & forskyve T nedover, vil en O pd T mete en O pa G og en H pd T mete en H pé G,
noe som ikke gir grunnlag for hydrogenbindinger. Tilsvarende, ved & forskyve C oppover: Da
vil en H pa C moate en H pd A og en N pa C meter en N pd A. Kun metet mellom den “bakre”
O pa C og den bakre H pd A vil danne grunnlag for en hydrogenbinding.

Disse observasjonene er i samsvar med at vi bare finner basepar av typene G—Cog A —-T i
DNA. Dog skal vi ikke trekke for bastante konklusjoner her, 1 og med at du sikkert kan klare a
lage andre kombinasjoner som tilsynelatende vil vere stabile og fine, med bade to og tre
hydrogenbindinger, men som ikke dukker opp i naturen. Det er nok ogsd andre faktorer som
er avgjerende, og som vi ikke har tatt 1 betraktning 1 denne gvingen.



